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Vorwort. 


Das vorliegende Buch enthält eine zusammenfassende Darstellung 
der wichtigsten und am besten untersuchten Gebiete der Differenzen- 
rechnung, wobei die in neuerer Zeit gewonnenen, bisher in Einzelabhand- 
lungen verstreuten Ergebnisse im Vordergrunde stehen. Im Hinblick 
auf den Umfang habe ich freilich nicht alle in die Differenzenrechnung 
gehörigen Probleme vollständig und erschöpfend behandeln können; 
so sind die nichtlinearen Differenzengleichungen ganz übergangen. 
Das Buch soll vielmehr nur eine einführende Übersicht bilden und zum 
Studium der Originalabhandlungen hinleiten. Aus diesem Charakter 
des Werkes erklärt sich auch die Form der Darstellung, bei der auf 
ausgeführte Beweise in den meisten Fällen verzichtet, dafür aber ver- 
sucht worden ist, die leitenden Gesichtspunkte möglichst gut heraus- 
zuarbeiten. Hat man sich mit diesen vertraut gemacht, so lassen sich 
die fehlenden Einzelheiten leicht aus der Literatur entnehmen. 

Die geschichtliche Seite der behandelten Fragen wird nur flüchtig 
berührt. Den Leser, der sich für die historische Entwicklung der Diffe- 
renzenrechnung interessiert, verweise ich auf meinen Artikel „Neuere 
Untersuchungen über Differenzengleichungen“ in der Enzyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften, Band II C 7. 

Zur Erleichterung des Eindringens in die Literatur ist dem Buche 
ein ausführliches Literaturverzeichnis aller mir bekannten Arbeiten über 
die allgemeine Theorie der Differenzengleichungen beigegeben. Am 
Schlusse dieses Verzeichnisses befindet sich eine Zusammenstellung 
der Arbeiten, welche die technischen Anwendungen der Differenzen- 
gleichungen, und zwar bisher meist die Theorie des elastischen Trägers 
und der elastischen Platte, betreffen. Hingegen sind aus der umfang- 
reichen Spezialliteratur über Bernoullische Polynome und die Gamma- 
funktion nur einzelne prinzipiell wichtige Arbeiten erwähnt. Auf das 
Literaturverzeichnis wird durch eine dem Verfassernamen beigefügte 
Zahl in eckigen Klammern hingewiesen; wenn der Verfassername 
fehlt, bezieht sich die Zahl auf eine meiner eigenen Arbeiten. 

Die wichtigsten früheren Gesamtdarstellungen der Differenzenrech- 
nung rühren von Lacroix [2, 3, 4], Boole [1,2], Markoff [1, 2], Pas- 
cal [rt], Pincherle [37], Wallenberg [7] und Guldberg [22] her. 


VI Vorwort. 


Während sich diese Forscher zum großen Teil auf einen algebraischen 
Standpunkt stellen, oft unter Benutzung symbolischer Methoden, ist 
die Behandlungsweise im folgenden vorwiegend tunktionentheoretisch. 

Bei der Ausarbeitung des Manuskripts bin ich in ausgezeichneter 
Weise von Herrn Dr. A. Walther-Göttingen unterstützt worden, und 
ich möchte ihm meinen herzlichsten Dank für seine wertvolle und un- 
ermüdliche Hilfe aussprechen. Herr Dr. Walther hat auch die dem 
Buche beigegebenen Tafeln zusammengestellt, in denen man die 
Bernoullischen und Eulerschen Zahlen sowie gewisse mit ihnen ver- 
wandte Zahlen findet. 

Bei der Korrektur haben mir die Herren A. Walther, E. Bessel- 
Hagen, H. Knebel, H. Lewy, O. Neugebauer, R. Vieweg und 
R. Vogel in dankenswerter Weise geholfen. 

Die Verlagsbuchhandlung Julius Springer, deren großzügigem 
Unternehmungsgeiste die mathematische Wissenschaft in den letzten 
Jahren so viel verdankt, hat auch diesen Band wieder in vorbildlicher 
Weise ausgestattet. Es ist mir eine angenehme Pflicht, ihr für das 
bereitwillige Eingehen auf alle meine Wünsche hinsichtlich der Druck- 
legung des Werkes meinen Dank auszusprechen. 

Schließlich gilt mein Dank dem dänischen Rask-Örsted-Fond 
für seine tatkräftige Förderung des Werkes. 


Kopenhagen, im Oktober 1923. 
N. E. Nörlund. 
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Einleitung. 


Den endlichen Differenzen von Funktionen und den Operationen, 
die zur Differenzenbildung invers sind, hat man bisher in der Analysis 
nur geringe Beachtung geschenkt. In der Regel pflegt man vielmehr 
möglichst bald den Grenzübergang vorzunehmen, der zum Differential- 
quotienten und zum Integral führt und mancherlei Vereinfachungen 
mit sich bringt. Freilich raubt dieser Grenzübergang oft auch die 
Möglichkeit zu einem tieferen Eindringen in die Probleme. Stellen 
doch Ergebnisse, zu denen man durch Infinitesimalbetrachtungen ge- 
langt ist, zuweilen nur eine erste Annäherung dar, welche zwar in 
vielen Fällen vollkommen genügt, dann und wann jedoch für sich 
allein kein genügend klares Bild zu liefern vermag. Beispielsweise 
lassen sich in der Theorie der mehrdeutigen Funktionen viele innere 
Zusammenhänge deutlicher übersehen, wenn man die Differenzen- 
rechnung in höherem Maße als bisher heranzieht. 

So bietet die Lehre von den endlichen Differenzen einmal die 
Möglichkeit, alte Ergebnisse von höherer Warte aus zu durchmustern 
und durch Einfügung in umfassendere Betrachtungen wesentlich zu 
vertiefen. Daneben stellt sie aber auch eine Fülle ganz neuartiger 
Probleme. Um nur ein Beispiel herauszugreifen, entspringen als Lö- 
sungen von Differenzengleichungen wichtige Klassen von neuen Trans- 
zendenten, die am besten aus diesen Gleichungen heraus unter Hinzu- 
nahme gewisser Grenzbedingungen charakterisiert werden können. 

Auch mit der angewandten Mathematik ist die Differenzenrech- 
nung durch mannigfache Beziehungen verknüpft. Viele der in der 
Praxis der Interpolation, mechanischen Quadratur usw. benützten Ver: 
fahren erfordern zu ihrer strengen Begründung und übersichtlichen 
Ausgestaltung eingehende theoretische Untersuchungen, welche sich nur 
bei Einordnung in größere Zusammenhänge in befriedigender Weise 
durchführen lassen. In allerneuester Zeit hat man zudem mit Erfolg 
begonnen, die Methoden der Differenzenrechnung bei Problemen der 


technischen Mechanik in Anwendung zu bringen. 
Nörlund, Differenzenrechnung. 1 
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Entstanden ist die Differenzenrechnung im 17. und 18. Jahr- 
hundert aus Untersuchungen über Interpolation und ähnliche Dinge; 
ihre Schöpfer waren Newton, Taylor, Stirling, Laplace und Gauß. 
Dann kam eine Zeit, in der das Gebiet fast ganz brach lag und 
keine nennenswerten Fortschritte erzielt wurden. Heute jedoch zeigt 
sich wieder frisches Leben; unter neuen Gesichtspunkten und mit 
besseren Hilfsmitteln als früher hat man das Studium der zum Teil 
bis in die Anfänge der Differenzenrechnung zurückreichenden Probleme 
wieder aufgenommen, und in den letzten Jahren ist eine ziemlich 
umfangreiche Literatur emporgewachsen, aus der als besonders wertvoll 
einige von Pincherle, Birkhoff, Carmichael, Galbrun undPerron 


herrührende Arbeiten zu nennen sind. 


Erstes Kapitel. 


Grundbegriffe. 


S 1. Differenzen und Mittelwerte. 


1. Als Differenz erster Ordnung oder Differenz schlechthin und als 
Mittelwert der Funktion f(x) bezeichnen wir die Ausdrücke 


, _ feta)-f@ 


{02} 


A) Are 


@) a. 


Hierbei bedeutet f(x) eine beliebige reelle oder komplexe Funk- 
tion der Veränderlichen x und eine beliebige komplexe Zahl, die wir 
die Spanne nennen wollen. Sind w,, ®,, ®,,... beliebige komplexe 
Zahlen, die „Spannen“, so finden wir durch wiederholte Anwendung 
der durch A und Y angegebenen Operationen die Differenz zweiter 
Ordnung 


A f@)= A(A FR) feat +o)-f@to)-f@te)tfe) 


© @g 
@©ı @g O0, © 2 


und den Mittelwert zweiter Ordnung 


2 i o,—+ @ Ho, + ) 
I Sl ee ARE ul EN 


@1 @g 9 @ı 


allgemein die Differenz n-ter Ordnung 


n n-—1 
(3) A fT@W=A | A rt) 
91 2... @n [2777 9 Wg... On-1ı / 
und den Mittelwert n-ter Ordnung 
n n-—1i1 
(4) v r@=- z( v ro). 
97 WW... @n On \wy @a ++». On-—ı 
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Setzen wir zur Abkürzung bei ganzzahligem s,, Sg, ---> S, 
9, +39, ++,0,=8; 


so läßt sich die n-te Differenz, wie man durch vollständige Induktion 
bestätigt, als n-fache Summe folgendermaßen schreiben: 


A r(@) = (—-1)" (0, @, 0), (- 1)utar En Fe 


0 @g**@y 
Für den n-ten Mittelwert erhält man ebenso 


N 


v f@)=2" N r@+29): 


91 @g ++" @y 


Die Summationen sind hierbei für jeden der Summationsbuchstaben 
$1> Sg. S, über die Werte O0 und 1 zu erstrecken. 

Offenbar sind alle Differenzen und Mittelwerte symmetrische Funk- 
tionen in den Spannen w,, @,,.... Wenn alle Spannen denselben 


Wert » haben, gewinnt man die einfacheren Ausdrücke 


(6) Ar) = a I (1 (P)f@+ os), 
eo s=0 - 
(6) Vf) = ara fx + os); 
M) sen 


N N 
für @ = 1 schreiben wir kürzer A f(x) und 9 f(x). Umgekehrt können 
die Werte fx +0), f(e+2w),... durch f(x) und die aufeinander- 
folgenden Differenzen oder Mittelwerte ausgedrückt werden, und zwar 
bekommt man 


(7) f@+n0)= 3 (}) oA fl) 
s=0 i “ 

&) fa + n0)= I (1) Vr@); 
s=0 @ 


der ersten dieser Formeln werden wir in $ 3 (Formel (35)) von einem 
allgemeineren Standpunkte aus wieder begegnen. 


Für die Differenzen- und Mittelwertbildung bestehen einige ein- 
fache Rechenregeln. Es ist 


$1. Differenzen und Mittelwerte, 5 
VUOHRDd- VO VER) 


Ar) = Af). 


(c eine Konstante) 


@ “n 
an n m+n ‚ 
A FR f e) N HABE FIR); 
ON ne Rn a BL Tee 


4, 


m N m+n 
” | S 1) - TS @). 
On Den 


RR % BR: u 
n m+1 Omen 


Betrachten wir einige Beispiele. Die Differenz einer Konstanten 
hat offenbar den Wert Null. Die Differenz einer Potenz x” mit posi-. 
tivem ganzzahligen Exponenten wird 


ne L s-1yn=s 
PM u; 


= gt 
also ein Polynom (n—1)-ten Grades. Allgemein ist daher die erste 
m 
Differenz eines Polynoms P(x) = Na,x° vom Grade m ein Polynom 
s=0 
(m — 1)-ten Grades, die m-te Differenz die Konstante m!a,, und jede 
höhere Differenz Null. In Analogie zur Differentiationsformel für Po- 
tenzen mit positiven oder negativen ganzzahligen Exponenten 


1 ae yanrı 
stehen folgende Relationen für die oft als Faktorielle bezeichneten 


1 1 
Da Ne 2 een) md rn nn 


(9) A(&—1)(@—2)--- (en) = n(@—-1)(@—2)--- (e-(n—1)), 


A@-1)@-9---@-n) =nn-N)@-N@-2--- @-(n-2), 


ae ee Fa eilt Te ihr) en Lameinie, Fe er aner eee 


1 _n 
ee ee (© + n)’ 
) 1 n(n-+1) 
A z(c+1)---(e+n—1) &(@+1)--- @+r+1)’ 


(10) 
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Die Formeln (9) und (10) sind nur Sonderfälle einer allgemeineren 
Formel. Bekanntlich genügt die Gammafunktion der Funktional- 


gleichung 
T«+1)=«T(); 


daher wird, wenn « eine beliebige Konstante bedeutet, 


Io) _ TI) 
(11) Afatı) Desasiy 
woraus für «= —n die Beziehung (9), für «= n die Beziehung (10) 
hervorgeht. 
Die Exponentialfunktion besitzt die Differenzen 
A > a”? \ 
= er 
de ee! a®n_ 1 
. — 
@ı == BE er @, On 
und die Mittelwerte 
a® + 1 
vr=a’——; 
n [231 - 1 @y 1 
Va—ar“ 3 Er Bun 1 


@1*""@y 
von denen aus wir leicht zu den entsprechenden Ausdrücken für die 
trigonometrischen Funktionen gelangen können. 


2. Führt man Differenzen- und Mittelwertbildung nacheinander 
. aus, so gewinnt man die belangreichen Formeln 


(12) AV =TATRS)= Afle) 
n N N n ‚ n \ 
(13) FAN vv te V A: fo A... fl&) 


Diese Gleichungen lassen sich verallgemeinern. Setzen wir nämlich 
wieder zur Abkürzung 


9, 4, + +3,0,=Q, 
dann gilt, wie man leicht nachrechnet, 
Yı - I mei Pn-1 


a. DD aA ee 


SR) &n=0 Ron Pı®ı "Pan @n 
wobei 9,, 2b,» pP, beliebige positive ganze Zahlen sind, und 
Pı-l Pal Dani 


15) 2 2 Iren f@4Hn)- Vf) 


sı=0 8=0 Sn=0 P1®@1°*'*Pn @n 


S 1. Differenzen und Mittelwerte, 7 


wobei $,, Ps, ---, p, ungerade positive ganze Zahlen bedeuten. Sind 
D1> Pa; ---, d, gerade positive ganze Zahlen, so wird die linke Seite 
der Formel (15) gleich 


n 


z 3) Pıdadn@, wa‘, A f(&). 


Pı 91°" "Pn®n 


für , ==: =Pp,=2 reduzieren sich die eben angeführten Be- 
ziehungen auf die Formel (13). Liegen die Zahlen x -+ @ alle inner- 
halb eines gewissen Winkelraumes, in dem f(x) bei Annäherung an 
den unendlich fernen Punkt gegen Null strebt, so darf man die Zahlen 
di» Pa; ---, P, Über jede Grenze wachsen lassen und findet dann 


ED A fa +9)=f(o), 


a Sn=0 Pı1'"®n 


(17) 2 3 (1ptetern fa D)= fe). 


81,823 ---,8n 0 N 


Insbesondere gelten diese Gleichungen, wenn alle Spannen positiv 
sind und f(x) auf der positiven reellen Achse nach Null konvergiert. 


3. Unter einer Differenzengleichung für die Funktion f(x) versteht 
man eine Beziehung zwischen der Funktion f(x) und einer Anzahl von 
Differenzen verschiedener Ordnung von f(x), wobei auch die unab- 
hängige Veränderliche & explizit vorkommen kann. Beschränken wir 
uns der Einfachheit halber auf den Fall, daß alle Spannen gleich 
sind, so hat eine Differenzengleichung demnach die Form 


D(z, f(®), Af(e), Afl), 2, Art) =0. 


[27 o o 


Mit Hilfe der Formel (5) kann man sie auch in die Gestalt 


bringen. Wenn hierin f(x) und f(«--nw) wirklich vorkommen, so 
sprechen wir von einer Differenzengleichung n-ter Ordnung. Linear 
heißt eine Differenzengleichung, wenn sie linear in f(x) und den 
Differenzen von f(x) ist. 
Das berühmteste Beispiel einer Differenzengleichung ist die schon 
genannte Gleichung 
f« +1) -ef@)=0, 


der die Gammafunktion Genüge leistet und von der aus sich der 
beste Einblick in die Natur dieser interessanten Funktion gewinnen läßt. 


8 Erstes Kapitel. Grundbegriffe. 


82. Steigungen. 


4. Neben den Differenzen gibt es noch andere, ähnlich gebildete 
Ausdrücke, die wir als Steigungen‘) bezeichnen und durch die Glei- 
chungen 


[ [2%] = fo); %]=f@,):--- 


[0] — [&ı] FAR 
[ro] EN, [a = 
[a0 &] — Ir: @} I, 2] — [a2 25] 
) [a 2) at, [er 
el ana 
nr = 0” Soc 2 n 


erklären wollen, wobei x,, &,, ..-, x, voneinander verschiedene Zahlen 
bedeuten. Man erhält also die Steigung n-ter Ordnung [x,&, -..x,] 
als Differenzenquotienten zweier Steigungen (n — 1)-ter Ordnung. Zur 
übersichtlichen Zusammenfassung der Steigungen einer Funktion pflegt 
man sie in folgendem Schema anzuordnen: 


Flo) 

fi) 8 a [%o &ı %] [2,8% 2%, %,] 

a A ee! en Se er 
ı [3] 7 8 [2%] en ua 

© fl@) (x, &,] [92 2, &,] 

EEE BR 


Die Steigungen lassen sich in zwei verschiedenen Formen darstellen, 
aus denen wir sofort ablesen können, daß sie symmetrische Funktionen 
von %9, %]>--.,%, sind. Es wird nämlich 


I 
ae LE Es) 
[%, T, %] ir (9%) (0 —%) (2 — 20) (&ı 2%,) er (2%) (X es B 
a9 -. a ED 
al f (zo) Er 3 f(&,) 
wo. Sl Ro) (2) (o— En) "(R —R) (Üı rel (ru) Rn 
= fen 


(a) nz). (nn)? 


?) Diese Ausdrücke wurden zuerst von Ampere [1] untersucht, der ihnen 
den Namen „fonctions interpolaires“ gab. Ziemlich verbreitet ist auch die Be- 


zeichnung „dividierte Differenzen“ und die hieran anschließende Schreibweise 
Ö" (Xg% ...%n) oder ÖRf(e). 
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Die Gültigkeit der allgemeinen Formel läßt sich ohne Mühe durch 
den Schluß von n auf (n--1) bestätigen. Mit Hilfe bekannter Sätze 
über Potenzdeterminanten kann man der Relation (19) auch die Gestalt 


iez, en Es CS RE N 
2 _ 9 
0) nm... ]=l Ami r@)|.|1 a, Re... 


Te atzre ee ae Berl! | Mae rar Dar: 2 ee 


geben, die n-te Steigung [x,&,---x,] also durch das Verhältnis zweier 
Determinanten ausdrücken. Sowohl (19) als auch (20) lassen die Sym- 
metrie der Steigungen in Erscheinung treten. 


Aus (20) entnehmen wir z. B. sofort, daß für f(x) u 
% 
Re 
ran 


N 


ist. Ferner findet man für f(«) — 


ans, el, 
fur fe) — art? 


Bor Stat t% 
für f(x) =x? bei positivem ganzen p<n 
re 0, 


sodaß also für ein Polynom »-ten Grades die n-te Steigung eine Konstante 
ist, während die (n + 1)-te und alle höheren Steigungen verschwinden. 

Die Steigungen sind zunächst nur definiert, falls die Zahlen 
A voneinander verschieden sind. Wenn zwei beliebige 
unter diesen Zahlen zusammenrücken, wenn z.B. x2,—x,, dann geht 
aus (19) hervor, daß (2, — x,)[%,%,.-.%,] gegen Null konvergiert, 
falls f(x) im Punkte x, stetig ist. Ferner lehrt die Gleichung 


a a Ct er 
> R 
[%o 1 A %—%ı 


daß [e,& u Ir 2, >, dann und nur dann einem Grenzwerte 
zustrebt, wenn f(x) im Punkte x, eine Ableitung besitzt, und daß 
dieser Grenzwert 


lim (ee a 7E,] — eer es, a 
Lo>%ı 


ist. Man nennt ihn eine Steigung mit wiederhollem Argument und 
kann ihn mit Hilfe der Formel (20), wenn man in den Determinanten 
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die zweite Zeile von der ersten subtrahiert, Zähler und Nenner durch 
%, — x, dividiert und nachher x, nach x, rücken läßt, auch in der 
Gestalt 

0 1 240% 32...n—1)i x a 


1 Ph <> En () 
x 1 1 2 an 2 1 %, 
en 1. 
[x T, nz %,) "Ir \ % 
| 2 3 n—1 | 
N a A Zn er 
n—i 
01 2z n%, 
n 
A 0 
VIREN, 
| n N 
l 1 T, ı2- In | 


schreiben, wobei die Determinante im Nenner immer von Null ver- 
schieden ist, falls die Zahlen x, , x,, ..., x, voneinander verschieden sind. 


Wenn die Punkte x, 2,23, --- äquidistant liegen, wenn also etwa 
za, vs =aı+o, 8=a-+t20,... 


ist, lassen sich die Steigungen mit den Differenzen in Zusammenhang 
bringen, wie aus den alsdann gültigen Relationen 


[20] = Kr )> x,]=fla+o),. 


1 
[&0 2] = ne fe), [arl=jAfle+o),... 
(21) 2% = 5 ‚Af f(a); [m 2323)= 37 A fla+ o),... 


1 
[2,2 ---2,]| = on 


erhellt. 


$ 3. Die Newtonsche und die Lagrangesche 
Interpolationsformel. 


5. In der aus der Definition der Steigungen sofort ersichtlichen 
Formel 


& &ı -- Ro». 


&n] ie [ n=ıl 


[ 0 ®] EA FE 


können wir die zuletzt stehende Steigung in ähnlicher Weise weiter 
zerlegen. Dann ergibt sich 


Cr 2 er Re LOL ZERE Cu] [X %ı »- ni] R® %orn—g] 
Rn an) —-2,-,) 2) —-2,_,) ; 


S 3. Die Newtonsche und die Lagrangesche Interpolationsformel. al 


Setzen wir dieses Verfahren fort, so bekommen wir schließlich 


[&o &ı ++: &n] [% RL len u [&o &,] 
[&29.-- ©] %— En (©—%,) (&—-%,-ı) (27) @—-2-,). (a2) 
[x0] © f(&) 
@-m)@--)@-%) | @- m.) = -1)(®-%)” 
also 
2) 1-2 mm.) @-)@- 2) -(@-2,-,) 
s=0 


+ [22,.-:2,]@ = %)(@ — 2): @ — %,)- 


Dies ist die allgemeine Newtonsche Interpolationsformel') (Newton [1,2, 3]). 
Ihrer ganzen Herleitung entsprechend ist sie zunächst eine reine Iden- 
tität, durch welche das Problem, den Wert der Funktion f(x) an einer 
beliebigen Stelle x zu bestimmen, wenn ihr Wert an (na +1) Inter- 
polationsstellen x,, &,, ..., x, bekannt ist, auf die Ermittlung der Stei- 
gung [© x,...x,] zurückgeführt wird. Nun zeigt sich aber in vielen 


Fällen, daß das an den Interpolationsstellen verschwindende Restglied 


(23) Ra+ı = &2,-.-2,l@-2%)@—- 2). @—z, 


für alle x eines gewissen Intervalles bei passend gewähltem n nur 
einen kleinen Wert hat. Dann können wir das im ersten Gliede rechts 
in (22) auftretende Polynom n-ten Grades 


(24) [m () = Zr leoa, = wi] (2 — 2.) (® 5 x.) E + (@ IT Kern: 


welches an den Interpolationsstellen mit f(x) übereinstimmt, als eine 
Näherungsfunktion für f(x) ansehen und mit seiner Hilfe den Funktions- 
wert im Punkte & angenähert berechnen. Hierin liegt die Bedeutung 
der Newtonschen Formel für die Interpolationsrechnung (vgl. auch 
Kap. 8, $ 2). 

‘ Vermöge des Ausdruckes (20) läßt sich das Restglied (23) als 
Verhältnis zweier Determinanten in der Gestalt 


2 , 
A ER) N 

2 Hl 1 2%, % x 
1 2% %...%ı f(&;,) 2 n 


(25) Ra % n S 
CN) 


12er 2.08 fe) “ 


1) Das erste Glied der Summe rechts bedeutet nl=r(@) 
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schreiben. Für das Näherungspolynom f*(x) gewinnen wir dann 


2 n 
al %o % ---%o f(&o) p) n 
2 e \ 1 2% % ---%0 
il: X, Xi ---% f(&,) 


2 
1 zT %ı ---%ı 


2 N x ” E32 ” ” 
den f(@,) r 


I Bee ee BR z 


und mit Hilfe bekannter Determinantensätze ist leicht zu bestätigen, 
daß dieses Polynom n-ten Grades für 2=x,,2,,.-.,2, mit f (x) über- 
einstimmt. Der letzte Ausdruck ergibt sich übrigens unmittelbar, wenn 
wir für f*(x) ein Polynom n-ten Grades 


r@o=A + At + Anz" 


ansetzen und zur Bestimmung der Koeffizienten A,, A,, ---, 4, die 
(n-4-1) linearen Gleichungen 


A, t 4ı%, +: +4,2"=f@) 0,37. 


benützen. Auf diese Weise erkennt man insbesondere, daß die Funk- 
tion f(x), wenn sie selbst ein Polynom »-ten Grades ist, mit dem 
Näherungspolynom f*(x) nicht nur an den Interpolationsstellen, son- 
dern durchweg übereinstimmen muß, eine Tatsache, die von neuem 
zeigt, daß für ein Polynom »n-ten Grades alle (na + 1)-ten und höheren 
Steigungen verschwinden. 

Wenn umgekehrt die (n + 1)-te Steigung einer Funktion Null ist, 
so verschwinden auch alle Steigungen höherer Ordnung, und die 
Funktion reduziert sich auf ein Polynom höchstens »-ten Grades. Man 
hat somit in der Bildung der Steigungen ein Mittel, zu entscheiden, 
ob eine vorgelegte Funktion ein Polynom ist oder nicht, ohne auf 
die Ableitungen zurückgreifen zu müssen. Die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß eine Funktion ein Polynom ist, be- 
steht darin, daß es eine positive ganze Zahl » derart gibt, daß die 
Steigung »-ter Ordnung gleich Null ist. 

Lediglich eine andere Schreibweise der Newtonschen Formel ist 
die Lagrangesche Interpolationsformel (Lagrange [7,8]). Setzen wir 


e- We) @-a)=yl), 
so nimmt die Beziehung 


ü ie f(«) E Fe) _ 
[x X, x] = (x u) — %) (©) 4 (2) — 2)-- So ) +. 


5. f & 


(An —E) (in — 2%) (in — n_ı) 
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die Form 


Er f(«) | f (&o) | f(«,) N 
ya) ! (vn)  u-yi) 


eu | 
a Fan) 


(in — a) y (in 
an, die unmittelbar die Lagrangesche Interpolationsformel 


N 
Fr fi) v(@) 

(26) fa)= 2 Ed Ele 2 .e, wi 

s= 
mit dem schon in der Newtonschen Formel auftretenden Restglied 
liefert. Man bekommt die Lagrangesche Formel übrigens auch, wenn 
man in (25) die Determinante im Zähler rechts nach den Elementen 
der letzten Spalte entwickelt. 


6. Unter der Voraussetzung, daß die Punkte x,,%,,---> x, samt- 
lich auf der reellen Achse liegen und daß f(x) eine reelle Funktion 
der reellen Veränderlichen x ist, die, unter b die größte, unter b 
die kleinste der Zahlen x,,2,,...,x, verstanden, im Intervall 
b< x <b eine endliche‘ Ableitung n-ter Ordnung besitzt, können 
wir einen bequemen Ausdruck für die n-te Steigung [2,2 .:-&,] 
herleiten. Da die Funktion f(x) — f*(&) für b<x<b wenigstens 
(n +1) Nullstellen hat, muß nach dem Satz von Rolle das In- 
terval b<x<b wenigstens eine Nullstelle &£ der n-ten Ableitung 
Be (x) — a. (x) enthalten. Die n-te Ableitung von f*(x) hat den 
Wert al[x,z,...x,], daher gilt 

N — 

(27) BD), bb: 
Es ist also die n-te Steigung gleich dem durch »! dividierten Werte 
der n-ten Ableitung an einer Zwischenstelle. Insbesondere wird, wenn 
die Punkte x,,2,,....x, nach z, rücken und die n-te Ableitung im 
Punkte x, stetig!) ist, 

01 n n! 
Man ersieht hieraus, daß man eine direkte Definition der n-ten Ab- 
leitung aufstellen kann, nämlich als Produkt des Grenzwertes der n-ten 


Steigung mit n!. 


Für äquidistante Punkte x,,%,,...,x, entspringt aus (27) die 
Formel A { 
A x <E<xceHıno fürwo>O, 
2) = | 
129) IE AL (&). z no <e<x für o<0. 


1) Eine entsprechende Gleichung läßt sich auch beweisen, ohne die 
Stetigkeit der Ableitung vorauszusetzen, vgl. Stieltjes [2] und Frechet [r]. 
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Sie ermöglicht, die n-te Differenz durch den Wert der „n-ten Ab- 
leitung an einer Zwischenstelle auszudrücken; die umgekehrte Auf- 
gabe, Differentialquotienten durch Differenzen darzustellen, werden wir 
in Kapitel 8, $ 7 lösen. 

Für eine Differenz mit beliebigen reellen Spannen ©,, ®,, ---, @, 
läßt sich eine zu (27) analoge Formel angeben. Mit Hilfe der aus 
der Definition der Differenz unmittelbar entfließenden Gleichung 


N af 1 
30) A fa) = Sa, --S"@+0,h+--+w,i,)dt, 
{0} (0) 


D1*on 


erhalten wir 


N 
(31) A fe T’e+ or are er 
ER 
wobei vorausgesetzt ist, daß f(x) für die in Betracht kommenden 
Werte von x eine stetige Ableitung n-ter Ordnung besitzt. 
Aus (27) können wir schließen, daß die im Restgliede der New- 
tonschen Formel auftretende Steigung den Wert 


a fe+D (5) Besen 


EEE @riji ® 


hat, wobei B die größte, B die kleinste unter den Zahlen > Es 2 
und x bedeutet und f(x) als (n—- 1)-mal differenzierbar im Intervall 


B<x<B vorausgesetzt ist, und daß also das Restglied selbst 


(2, (© — 2) el — &) + D -_ 
(32) R,+1 a+Dı 5 £> & (2), BE B 


wird. Solange sich & im Interpolationsintervall b<x<b bewegt, 
gilt sogar 
_ @a-H)@—-%) a) An+D ;E Ben 

(33) ai Te en: 1)! (9, dere 
Dann kann also eine von x freie, für alex nb<x<b gültige 
obere Schranke für den Betrag des Restes gefunden werden. Die 
Gleichung (33) ist zuerst von Cauchy [ro] und später von Genocchi 
[6, 7, 8), Stieltjes [1] und Schwarz [1] bewiesen worden. Rücken 
Er Kgs 2%, nach X), So entsteht aus der Newtonschen Formel nach 
(28) und (32) die Taylorsche Formel mit dem Lagrangeschen Restglied 


CR, g E (n+1) 
1 + iR 


Be - oder EC), 
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Besonders wichtig ist für die allgemeine Newtonsche Formel der 
Fall äquidistanter Interpolationsstellen. Sei etwa 


a == [ 
ud, =, w=a-t20,..., 


so bekommt man in 


a een. a—(s—1)w)+R 


Sl n+1 
mit 
@—a)(@—-a—0)--- (&—a— no) 


(n+l)! 


(36) Run = DerziBemzB, 
die früher angekündigte Verallgemeinerung der Formel (7), die sich 
für = 1 in der einfachen Gestalt 


\ 


ED) Fd- INA leere, B<a<a, 
s=0 


schreiben läßt und die wir die Newtonsche Formel schlechthin nennen 
wollen. Mit ihrer Hilfe können wir z. B. in sehr übersichtlicher Weise 
die Differenz eines Polynoms m-ten Grades 


m 


Pe)= N x 
s=0 


bilden. Bringen wir nämlich P(x) in die Gestalt 


M 

(38) EI BIN 
3=0 

so erhalten. wir unter Beachtung der Beziehung (9) 


DE Ar@= NArW(eZ}). 


Wenn in der allgemeinen Newtonschen Formel (22) die Zahlen 
2, %yr Var ».- IN gewisser Weise gewählt werden, ergeben sich Inter- 
polationsformeln, die den Namen Gauß’, Stirlings und Bessels 
tragen. Da wir jedoch in Kapitel 8 ausführlich auf sie zurückkommen 
werden, wollen wir sie hier nicht angeben. 


7. Für komplexe Veränderliche ist der in 6. gegebene Beweis 
der Gleichung (27) nicht anwendbar, weil dann der Rollesche Satz 
nicht mehr gültig ist. Durch eine andere Schlußweise kann man 
aber leicht zu einem ähnlichen Ergebnis gelangen. Es seien &,,%,,:--,%, 
beliebige komplexe Zahlen und f(x) eine analytische Funktion, die im 
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Inneren und auf der Berandung des kleinsten konvexen, durch die 
Punkte x,, 2), +», aufgespannten Polygons regulär ıst. Dann er- 
halten wir zunächst 


1 
EZEA =) tz,)di,, 


1 tı 
nr) = S ar Sa - Wo +h ti) + ta2)dt,; 
0) 1) 


und durch den Schluß von n auf (n + 1) leitet man nachher allgemein 


in—ı 


1 tı 

(40) [Xo®; el |, jan Ser re 4), +) 4° 
1) 0 

4: (dn-ı Ze £,.) | + in z,)dt, 


her. Diese Formel, welche von Hermite [1] herrührt, kann, wie Ge- 
nocchi [7] bemerkt hat!), auch folgendermaßen geschrieben werden: 


2. 2,]=SS.-- Son th + +b0m,)di, di,---di,, 


wobei die Integration über alle der Bedingung ,+4, +: +4,=1 
unterworfenen 2, >0 läuft. Aus (40) schließt man nach dem Vor- 
gange von Jensen [4] unter Verwendung des Darbouxschen Mittel- 
wertsatzes, daß 


See 


% tı 
41) [2,2,-.-2,]=4f" 9.2, +92 +. +9,2,) fat Sat, --- dt 
N n 070 2 Gar. n 4 a 2 r n 
A n I 
=." datt +92, 


ist, wobei A eine komplexe Zahl vom absoluten Betrage < 1 bedeutet 
und 9, 9, ..., d, positive, der Relation , +9, +49 =1 
genügende Zahlen sind. Es ist also u + 9,2, +49, x, ein 
Punkt, welcher im Innern des obengenannten konvexen Regularitäts- 
polygons von f(x) liegt. 

Unter Benutzung dieser Formeln ergibt sich für das Restglied 
der Newtonschen Formel, solange x im Inneren oder auf dem Rande 
des Regularitätspolygons liegt, der Ausdruck 


a a te), 


wobei 


ist DR a 2 2 en 
ist. 


!) Genocchi [4,6] hat auch noch eine andere, ähnliche Integraldarstellung 
für [8% . -- %.] angegeben. 


Zweites Kapitel, 


Die Bernoullischen und Eulerschen 
Polynome. 


S 1. Die Bernoullischen Zahlen und Polynome. 


8. Das wichtigste und zugleich schwierigste Problem der Diffe- 
renzenrechnung ist die Frage nach der „Summe“ einer gegebenen 
Funktion p (x), d.h. die Auflösung der Differenzengleichung 


(1) fe +1) f@)= pl). 

Offenbar stellt die Ermittlung der Funktion f(x) die Umkehrung der 
Differenzenbildung dar und entspricht, wenn man die Differenzenbildung 
zur Differentiation in Parallele setzt, der Integration. Sie ist mit eigen- 
tümlichen, später noch genauer zu besprechenden Schwierigkeiten ver- 
knüpft. Wir wollen mit einem sehr einfachen Falle beginnen, der sich 
ganz elementar erledigen läßt. Es soll nämlich (x) ein Polynom 
m-ten Grades 


(2) p(e) = 2 a,x" 


sein. Dann gibt es eine Lösung f(x) der Gleichung (1), die ebenfalls 
ein Polynom ist. Dies läßt sich sofort aus den Formeln (38) und (39) 
des letzten Kapitels entnehmen. Bringen wir nämlich @(x) mit Hilfe 
der Newtonschen Interpolationsformel in die Gestalt 


2 8 
e)=- I, Ar) 
8s=0 
so bekommen wir wegen 


durch die Gleichung 


eine Lösung f(x), welche ein Polynom (m + 1)-ten Grades ist. Nach 
Belieben darf man ihm noch eine willkürliche Konstante hinzufügen. 


Nörlund, Differenzenrechnung. 2 
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Man kann aber auch einen anderen Weg einschlagen, indem man 
zunächst die Lösungen der Gleichung 


(3) f@e+1)- fe)=re, y—=1,2,..., 


studiert [31] und dann aus ihnen die Lösung der allgemeinen Glei- 
chung (1), in der p(x) ein Polynom (2) ist, durch lineare Kombination 
aufbaut. Um die Polynomlösungen der Gleichung (3) eindeutig fest- 
zulegen, wollen wir ihre Anfangswerte an der Stelle z=0 vorschreiben. 
Dazu erklären wir Zahlen B,, B,; Ba» -- -, Bys -- > die Bernoullischen 
Zahlen, durch die Gleichungen 


(4) Bet, PH a 


s=0 


Offenbar sind alle B, rational; die ersten unter ihnen lauten 


ei: _. 
B,=1; B=—% B, =» B,=0, 
A 
B,=— 35% a! B=3 


Diejenige Polynomlösung von (3), welche für —0 gleich B, ist, 
bezeichnen wir als Bernoullisches Polynom v-ten Grades B,(x). Es 
ist also 


(5) AB,e)=r::3, B,(0)=B,. 


Wie bekannt, spielen die Bernoullischen Zahlen und Polynome, 
welche für viele unserer späteren Betrachtungen von grundlegender 
Bedeutung sind, bei zahlreichen Fragen der Analysis eine wichtige 
Rolle. Sie sind deshalb auch im Laufe der Zeit, wie ein Blick in die 
reiche hierher gehörige Literatur lehrt, in sehr verschiedenartiger Weise 
definiert und näher untersucht worden. Auf dem natürlichsten und 
einfachsten Wege aber ergeben sich ihre Eigenschaften, wenn man 
sich auf den Standpunkt der Differenzenrechnung stellt, also, wie wir 
es eben getan haben, die Bernoullischen Polynome als Polynomlösungen 
der Differenzengleichung (5) und die Bernoullischen Zahlen als ihre 
Anfangswerte erklärt. Zudem sind viele dieser Eigenschaften, wie wir 
später sehen werden, nur Sonderfälle allgemeiner Tatsachen, welche 
sich bei tieferen Problemen der Differenzenrechnung vorfinden. 


Mit Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten gewinnt 


man aus der Differenzengleichung (5) für das Bernoullische Polynom 
B,(x) leicht die Entwicklung 


(6) B, (x) = 34n Bo, 
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aus der zunächst die Differentiationsformeln 


dB,(x 

r _. =»B,-ı(&), Paar, 
d? B,(x 
- NW HDB,L). N 


und nachher durch Anwendung des Taylorschen Satzes die allgemeine 
Beziehung 


r 


(8) - B,(@+m)= D/(2)# B,-.(@) 


s=0 
hervorgehen. Setzt man in (8) insbesondere »—=1, so erhält man 
unter Berücksichtigung von (5) die Rekursionsformel 


v—1 


(9) er ee sun 


s=0 
mit deren Hilfe man z. B. nacheinander 
B,(@)=1, B@=z-} Ba)-r-.-}, 
B,(@2)=2(« —-1)@-35), B,(@)=.t—-22° +2? — LH, 
B,( J)=2(&—1)(@ —-3)@—x—3) 
findet. 


Aus den Differentiationsformeln (7) können wir für beliebiges x 
"und y die Relation 


Yy 


(10) ein 
% 
also insbesondere für y=x-+1 
E HN Ber (®) 
By : 9 el — By 1X v 
(11) - [B,() dz = _ a = =% 
% 


ablesen. Gibt man für v» > 0 der Veränderlichen x nacheinander die 
Werte 0,1, 2,...,n— 1 und addiert man die entsprechenden Glei- 


chungen, so folgt 
n 


v or v By+1 (n) — By+1 
1’+2"”+...-+mn—]1) — [B,(e)dz = 1 WED. 
0 
Es lassen sich also die Summen der Potenzen der natürlichen 
Zahlen mit positiven ganzzahligen Exponenten explizit mit Hilfe der 
Bernoullischen Polynome ausdrücken. Diese Eigenschaft hat zuerst 
die Aufmerksamkeit von Jakob Bernoulli [1,2] auf die Polynome 


B,(z) gelenkt. 
2* 
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9, Viele der bisherigen Beziehungen nehmen eine besonders ein- 
fache und übersichtliche Gestalt an, wenn man sie in symbolischer 
Form schreibt. Z.B. geben wir der Gleichung (4) die Gestalt 


(4*) (BEIY-B=0, oa 


indem wir verabreden, daß man nach Potenzen von B entwickeln und 
nachher B* durch B, ersetzen soll. Fürv—1 ist die Relation (4*) 
nicht mehr gültig. Dann wird vielmehr 


(4**) B+1) —-B=1. 


Bedeutet p(x) ein beliebiges Polynom in x, so bestehen also die 
symbolischen Beziehungen 


p(B+1) 0 —glBr ee 
(12) op +B+1)- pa@+B)= le) 
Die Differenzengleichung 
(13) Afl)= (a). 


in der p(x) ein gegebenes Polynom m-ten Grades ist, besitzt also die 
Lösung 


(14) f@)=P(@+B)= N p® @): 


s=d 
insbesondere wird für p(x)= x” in Übereinstimmung mit (6) und (8) 
(6*) B,(&) = («+ B)”, 
(8*) B,(@+h)=(<+B+M). 


Hieraus können wir für die Lösung (14) der Gleichung (13) die Ent- 
wicklung i | 


(15) fe+M)=p(«+B+h=go(e+(B+h)) 
-p@+BM) = NEM 0) 


herleiten, auf der letzten Endes alle Anwendungen der Bernoullischen 
Polynome in der Theorie der Differenzengleichungen beruhen. Durch 
Differenzenbildung entnimmt man aus (15) die berühmte Euler-Maclau- 
rinsche Summenformel (Euler [2, 5, 10, 28], Maclaurin [r, 2]) 


wre 
(15*) go (26 -I- h) — Ay A po (x), 


s=0 


freilich zunächst nur für P : - : 
en ür Polynome. Die Gleichung (12) kann jetzt auch 


(12*) rBER)+1)-PBR@)= le) 
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gebracht werden, welche eine Menge von Rekursionsformeln für die 
Bernoullischen Polynome und Zahlen liefert; z. B. entsteht für Blei” 
die Rekursionsformel (9) in der symbolischen Form 


(9%) Be) +1’ — (Ba) = rar! 
und hieraus für =0, » >1 die Rekursionsformel (4*). 
10. Die Gleichung 


f@+1)-f@)=(+1)e’ 


hat neben B,;,(x) noch die andere Lösung (— IN ER 
die sich von der ersten nur um eine additive Konstante unterscheiden 
kann. Durch Differentiation gelangt man hiernach wegen (7) zu einem 
Satze, welchen wir den Ergänzungssatz der Bernoullischen Polynome 
nennen wollen und welcher durch die Gleichung 


(16) B,(1—-x)=(—1)'B,(®). 


ausgedrückt wird; er gibt eine Beziehung zwischen den Werten des 
Bernoullischen Polynoms B,(x) an zwei Stellen x und 1 — x, die sich 
zu 1 ergänzen, also symmetrisch zum Punkte 2—=3 gelegen sind. 
Wenn man in den Gleichungen (5) und (16) x = 0 einträgt, so lehren 


die entstehenden Relationen 
B,N)=B, 15 
B,()=(-1)B,, »20, 


daß alle Bernoullischen Zahlen mit ungeradem Index größer als 1 
verschwinden und daß 


(17) m (1) = Ba.+1(0) = 0 (= 15 2, N 
Boally = B3,(0) == Ber (aei0,,1,2>0.)) 
gilt. 
Die Gleichung 
1: ei 
f(=+ —) fa)vzrr! 
m-1 
Ss 
hat für positives ganzes m die beiden Lösungen N, («+2) und 
s=0 


m!=”B,(mx). Durch Integration erschließt man hieraus unter Heran- 
ziehung von (11) das Multiplikationstheorem der Bernoullischen Polynome 


(18) Be (me) = m SB, (+2), 


das natürlich für m — 00 umgekehrt wieder zu (11) führt. Das Multi- 
plikationstheorem zeigt, daß sich der Wert des Bernoullischen Poly- 
noms B,(x) an der durch Multiplikation mit m entstehenden Stelle mx 
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linear aufbauen läßt aus den Werten in den m äquidistanten Punkten 


2, -+ ns .,c4+ 2er auf welche man bei Teilung der zur reellen 


Achse parallelen Strecke von x nach +1 in m gleiche Teile stößt. 
Für x = 0 folgt aus dem Multiplikationstheorem 


Baar 


s—1 


Aus dieser Beziehung ergeben sich unter Benutzung des Ergänzungs- 
satzes (16) für m—= 2,3,4,6 nacheinander die Zahlenwerte 


(19) 8,(5)= - (1-55) B» na 
den re 
n-nl--h- rem 
„nee 


In (19) verschwindet bei ungeradem » die rechte Seite. Hiernach 
und nach (17) besitzt also das Bernoullische Polynom B,(x) bei un- 
geradem » > 3 die drei Nullstellen 2=0, =3 und r=1. Diese 
sind die einzigen Nullstellen im Intervall O<x<1. Durch vollstän- 


dige Induktion kann man nämlich zeigen, daß 


(20) (-1) B,-ı(@)>0 fü 0<z< 


vl 


also nach dem Ergänzungssatze 

(-1"B,-ı@)<0 für I<z<i 
gilt. Für B,(«)=x — } trifft die Gleichung (20) offenbar zu, und wenn 
sie für einen gewissen Wert von » richtig ist, kann jedenfalls das 
Polynom (—1)"*" Ba,41(8), das für 2=0 und z=1 verschwindet, 


f { ; i 2 
im Intervall O< x < 5 sein Zeichen nicht wechseln. Denn sonst müßte 


in0<x<} seine erste Ableitung mindestens zwei, seine zweite Ab- 


leitung und demnach (— 1)" Bs,_, (x) mindestens eine Nullstelle haben 
im Widerspruch zu (20). Nun erhält man aus (20) durch Integration 


(21) Pie 1)" (Bi (x) rer: Bs,) >= 0 ur 0 ET 3, 


ferner hieraus nach dem Ergänzungssatze 


(- 1’ (Be,(@) — B,)>0 für I<a<1. 
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Zwischen <= 0 und @=1 liegt sicher eine Nullstelle der Ableitung 
von Bs,+1(%), also von B,,(x), was nach (21) zu 


(22) (-1""B,>0 (>0) 


führt. Für positive, genügend kleine x hat (— 1)’*" B3,,ı(@) das 
Zeichen seiner Ableitung, also von (— 1)"7" Be,(@) oder auch von 
(— De Bo; Wegen (22) ist demnach 


(— 1) Bas4ı(®) 02 fun 0:5, 


womit der angekündigte Satz bewiesen ist. Die wichtige Gleichung (22) 
lehrt, daß die Bernoullischen Zahlen mit geradem positiven Index von 


-(B,(x)-5,) 
[7] 41 7 
2 
Big. 2. 
Fig. 1. 
N” Bzv-7(%) (N (Bzy(&)-Bav) 
N nn En 
) 7 
ET EEE IRRE EE DIE 
Fig. 3. Fig. 4. 


Null verschieden sind und abwechselnde Vorzeichen haben. Am an- 
schaulichsten lassen sich die soeben durchgeführten Überlegungen an 
Hand’ der vorstehenden Figuren 1, 2, 3 und 4 übersehen. 


82. Die Eulerschen Zahlen und Polynome. 


11. Mit den Bernoullischen Polynomen stehen gewisse andere 
Polynome in engem Zusammenhang, die man deshalb zweckmäßig 
gleichzeitig mit jenen betrachtet. Sie werden als Lösungen der 
Gleichung 


(a3) ler. 


definiert [31], wobei » eine positive ganze Zahl bedeutet. Oflenbar 
gibt es ein und nur ein Polynom »v-ten Grades E,(&), das dieser Glei- 
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chung genügt und das wir als Eulersches Polynom bezeichnen wollen. 
Es ist also 


(24) VE,(a)=z’. 

Zwar lassen sich, wie man aus der leicht zu bestätigenden Relation 
2 v x‘ 

(25) E,A@y= [B, @)—-2B,( 3)} 


a x+1 > 

- 18,65 )—B- 2) 

ersieht, die Eulerschen Polynome auf die Bernoullischen zurückführen; 
es ist jedoch, wie sich bald zeigen wird, angebracht, ihnen eine selb- 
ständige Stellung einzuräumen. Aus der Gleichung (24) findet man 


wegen der eindeutigen Bestimmtheit der Polynomlösung durch Differen- 
tiation 


dE, (x 
ni = vE,_-ı (2); 
also nebenbei 
Y 
[E» (z) I zu @) 


z 


Die Anwendung des Taylorschen Satzes führt nachher zu 


(26) E,(@+n)— /(?)# E,_,.@). 
s=0 
Die hieraus für »—=1 entspringende Rekursionsformel 
(e7) I()E,@) + E,(@)= 22” 
s=0 


liefert z. B. nacheinander 
2, el E, («@)=x—1, E, ()=x(x — 1), 
EO)=-@-Ya-a-d, EW)=r@-1)@-2-1), 
E,(@)=(« — 3) (& — 22° — 2? +20 +1), 
E,@)= x (8 — 1) (a — 22° — 22° +32 +3). 


Auch die ‚Eulerschen Polynome haben einen Ergänzungssatz, ferner 
zwei Multiplikationstheoreme. Es wird nämlich 


(28) E,1 —2)=(— 1’ E,(e) 
und 
m—i1 
(29) E, (mx) = u (-1)’E, (x 4 2) x m ungerade, 
PORN iz, 
n k 5 
(30) E, (mx) = — Fa er; (1) Bu (2 + 2) ‚ m gerade. 


s=0 
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12. Um einen expliziten Ausdruck für die Eulerschen Polynome 


angeben zu können, erklären wir die Eulerschen Zahlen E, durch die 
Gleichungen 


v 


(31) Bi) esar) EL RP 
s=0 


s=0 
—1 
oder symbolisch 


f 
81) - E+Y+E-1Y=| 


Wie man unmittelbar erkennt, verschwinden alle Eulerschen Zahlen 
mit ungeradem Index, während die mit geradem Index ungerade ganze 
Zahlen sind. Die ersten unter ihnen haben die Werte 


EB=1, ,=-1, EB=5, ,=-61, E,—=1385, 
E)o— — 50521. 


Bei Einführung dieser Eulerschen Zahlen ergibt sich mit Hilfe der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten die Entwicklung 


(32) | EI) (@-4)", 


s=0 
insbesondere für —= = 
1 E, 
(33) E, (>) Fe gr D 
sodaß bei ungeradem » das Eulersche Polynom E,(z) für =3% 
verschwindet, in Übereinstimmung mit (28). Daß man in (32) gerade 
um die Stelle E- herum entwickelt, erklärt sich aus historischen 
Gründen. 

Bedeutet p(xz) ein beliebiges Polynom, so gewinnt man vermöge 

der symbolischen Relation (31*) die Beziehungen 


RA) 
(34) gear tple +2) =2p(e), 
sodaß also die Gleichung 
(35) vr@)=Pß), 


in der p(x) ein Polynom m-ten Grades ist, die Lösung 


22 to r@+ Fr) rame 3) 
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besitzt. Beispielsweise wird für p(x) =” 


E-1\ | 
(32%) E,@) = («+°5=). 
Ersetzt man x durch + h, so gilt allgemeiner 

Ef v 
(26%) E,(@+ = (+5 +9), 


ED) ern elet tree +) 


-p@+EN) - Nr m). 


Durch Mittelwertbildung bekommen wir hieraus in 


(87%) Pa +m=- NEM gel) 


SO 


die von Boole [1t, 2] für = 1 angegebene und nach ihm benannte, 
aber schon früher bei Euler [6, 10] auftretende Summenformel). 
Die aus (34) unmittelbar herleitbare Beziehung 


(34*) PER) +1) +PERW)—-2PL) 
ist die Quelle zahlreicher Rekursionsformeln für die Eulerschen Poly- 
nome und Zahlen. So wird für (x) = x” 


(27%) (E(&) +1 + (E@) — 2a” 
und speziell für x = = 
E+2Y+P=2. 


Auch für die Eulerschen Polynome kann man das Vorzeichen 
im Intervall O<x<<1 bestimmen. Es ist 


(-1P E,-ı@)>0 fürosz<}, 
E»-1()=0, 
Ari <htr ea, 
(-1/E, >00 für0<e<ı, 
Er) Er 6 
(-1Y2E,(4)=(-1) 


y E32» 
92 v 


>—, 


was durch die Fig. 5, 6, 7, 8 verdeutlicht wird. 


!) Man findet sie auch bei Lacroix [2, 3] und Oettinger [9]. 
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| 
I 
| n 
| nl) -£,(x) 
| 
t 
1} 
Oo 2 7] 7 7 
2 
Fig. 6. 


Fig. >. 
(N) Ey, (&) 


(1) Ey) 


7 


2 
Fig. 7. Fig. 8. 


Ss 
NS 


13. Es empfiehlt sich, außer den Bernoullischen Zahlen B, und 
den Eulerschen Zahlen E, noch zwei andere, ihnen nahestehende 
Folgen von Zahlen C, und D, einzuführen. Wir erklären diese durch 
die Gleichungen 


38 an 
(38) Be 
. nee zc,=0tt,20 
s=0 
D (ae ne zaln 
(39) DE EDS 
< v E v\ E: 
d.h. DD, Ste (n)D, 01. 
s=0 s=0 


Die C, sind ganze Zahlen, von denen die mit positivem geraden 
Index verschwinden, während die D, rationale, nur für gerade Indizes 
von Null verschiedene Zahlen sind. Beispielsweise erhält man 


G=1; Cl, G,=2, C,=—16, C. = 272; 
1 7 3l 127 
D,=1; a D=-7 Dez: D-7%> 
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Ausführliche numerische Angaben über die Zahlen C, und D,, 
ebenso wie über die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen, finden sich 
in den am Schlusse des Buches zusammengestellten Tafeln 1 bis 4. 

Mit Hilfe der Zahlen C, und D, können andere Formen für die 
Lösungen der Gleichungen (13) und (35) angegeben werden. Aus 


(40) ple 14 =) ple | )=2P@). 
(ai) +) - pe +) 


erschließt man für Vf@)= (a) 


tW=#le+3)- Lo. 


—— 


insbesondere für p(x)=x” als Entwicklung des Eulerschen Polynoms 
um den Nullpunkt herum 


2, = (e+3) = I). 
also = j 


E,0)=(-1YE,.)=-. 
Hingegen wird für Af(@)=_(«) 
(ner) Mita) see ne 


speziell für @ (x) = x” 


Zwischen den Zahlen B,, C,, D, und E,„ bestehen mannigfaltige 
Beziehungen. So lassen sich vermöge der Gleichungen 


B,- CI =(- ST, D,=(2B-1) 
6=(E-1=(-1Yy(E+H1), Z,=(C+1jy, 
die Bernoullischen Zahlen durch die D,, die Eulerschen Zahlen durch 
die C, ausdrücken und umgekehrt. Noch einfacher sind die Formeln 
D,=2(1 — 2’-1)B,, 
B, 


> 
v 


Co = 2” (1 — = 2”) 


welche z. B. über die Vorzeichen der C, und D, Aufschluß geben. 
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Auch ermöglichen die Zahlen C, und D, mehrere interessante An- 
gaben über gewisse Werte der Bernoullischen und Eulerschen Polynome, 
sowie über einige bestimmte Integrale. So liefert die Gleichung (25) 


= 1 

il > DH Ey» —1 
(43) a | :) w“ 4r ; 
insonderheit 

il Bam 
(43*) ph es — — Be v ungerade, 

1 Dy 1 B, 
44 =) N ame Er 
(44) BO ® (1 =) er gerade. 
Ferner bekommt man z.B. 

1 2 12,6, 
(45) E, ( 5) —= — E, ( . ) (1 =) FE e v ungerade, 
ia b) I\ 

a) z,(4)-5,G@) =(1: m) > gerade; 

1 

2 
(077 
(e7) [3.0 dz = 92r+1? 
ö 
1 
Cy+1 

47° 2 2)dz—= — ZEN 
( ) J ( ) (+ 1) 9% 


83. Die Euler-Maclaurinsche und die Boolesche 
Summenformel. 

14. Wenn p(x) ein Polynom m-ten Grades bedeutet, so haben 
wir bereits in Gleichung (15*) die Euler-Maclaurinsche Summenformel 
angeführt, die man gewöhnlich in der Gestalt 

z+1 


o@+n)= [part DE A en 
v=1 


T 


schreib. Was wird aus dieser Formel, wenn p(x) nicht mehr ein 
Polynom, sondern eine beliebige Funktion ist? 
Es sei B, (x) die periodische Funktion mit der Periode 1, die 
im Intervall O<x< 1 mit dem Bernoullischen Polynom B,(x) über- 
einstimmt: 
B,(@) = B,(«) Mr0<n<h 


” 
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Wegen £ 

B,(1)=B,(0) fürvz$1 
ist die Funktion B,(«) für »+1 im Punkte 2—=1 und folglich für 
alle Werte von x stetig. Aus der Differentiationsformel (7) der 


Bernoullischen Polynome ergibt sich, daß 


dB) 


Fr —»B,_ı(@) fürv>1 


ist, daß also B, (x) stetige Ableitungen der Ordnungen 1, 2,...,» — 2 
hat. Die (v — 1)-te Ableitung hingegen ist in den Punkten =0, 
+1, +2,... unstetig, weil B, (x) beim Durchgang von x durch eine 
ganze Zahl einen Sprung vom Betrag 1 macht (Fig. 9). 


Z,(x) 


Fig. 9. 


Nunmehr sei O<h<1, und die Funktion p(z) möge im Inter- 
vl 2 <z<x-+w eine stetige Ableitung m-ter Ordnung besitzen. 
Dann finden wir durch fortgesetzte Teilintegration aus dem Integral 


0 


unter Beachtung der Tatsache, daß B, (h — z) im Punkte z=h eine 
Sprungstelle aufweist, die Euler-Maclaurinsche Summenformel 


(49) p(+hw)—= a n dz —+ Zes ‚(h) A pr) HR, 


N 


Angewandt wird sie zumeist in der Weise, daß man für x nach- 
einander die Werte 2,0%-+-@,...,2+(n—1)w einträgt und die 
entstehenden Gleichungen en wodurch sich eine Beziehung 


zwischen der endlichen Summe S &P (©-+h®-+sw) und dem Integral 


Ber 
zstHno 


= | p(z)dz ergibt. Doch wollen wir hierauf nicht näher eingehen, da 
x 

wir in Kap. 3, $ 4 ähnliche Betrachtungen durchzuführen haben. Das 

Restglied ist besonders von Poisson [6], Jacobi [3], Malmsten ß], 

Darboux [rJ, Schendel {[r], Sonin [r] und Lindelöf [1, 2,3] unter- 

sucht worden. 
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Einige einfache Anwendungen beleuchten am besten die Trag- 
weite der Beziehung (49). Setzen wir zunächst 


p(X)= B,4n(®): wol 
und einmal A=0(, dann h= 4, so entsteht 


1 


nn ®) = Sr ") B,amtn-» _ (— 1jm .e u, B„(@)B, (+ 2)dz, 
v=0 
Fr. (2 a0 1) en Bi Sr amin-r ( m [5.(- B„(@ + 2)dz, 


insbesondere für 2— 0 


mn! 


a 
(2.98.04 = (— IE nn Bnke; m>0,n>0, 
v 


m=0O, n>L$, 


) m!'n! Dr 
f Be (z F = n. (2) dz — = Lee (m + n)! om+n+1? 


v mn gerade. 
Die weitere Annahme @ (x) = e* ergibt 
m 2 
och“ o” Ba N (h —z) 
— — B,(h Bagle2E 
(50) | er v! ( ) | x m! 


die Bernoullischen Polynome können also auch als Entwicklungs- 


ho 
koeffizienten der Funktion ei die man deshalb die erzeugende Funk- 
e — 


tion der Bernoullischen Polynome nennt, gewonnen werden. 


Wählt man p (x) = cost, = — ® undh= 1, so bekommt man 


2 
(51) a rl 15 © Bar + Rn, 


wobei das Restglied 


2 
ei Des azm+l Ba (z) 
m ..® (2 m)! 


(51%) R 


= ha mt? 3 B 


2 sin 2 
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m 


10) . 
wird. Hingegen entspringt für p(a)=cosz, = —- Z,h=y die 
Beziehung 

m 
Be v @® =E 
(52) wcosecw — Sir 1) FEN es -R, 


mit dem Restglied 

1 

= 
Se De a Bam (2) 


e ee Om): cos2zwdz 


(bet) sur 


 sin2 zw dz. 


I 
m+1 


sin 


(> De (2 ae Pan 
0 


15. Lassen wir in (50), (51) und (52) m unbegrenzt wachsen, so 
konvergieren die Restglieder für |»| < 2 gegen Null. Insbesondere 
entfließt aus (50) für h=0 die Formel 


(53) = IB: lo|l<2a 


für die erzeugende Funktion der Bernoullischen Zahlen. Sie erlaubt, 
einen interessanten zahlentheoretischen Satz von v. Staudt [1, 2]- 
Clausen [4] über die Nenner der Bernoullischen Zahlen B,,, #r > 0, 
auf einfachem Wege zu beweisen. Durch das Symbol ®, möge der 
Differentialquotient nach ® an der Stelle &® = 0 bezeichnet werden. 
Dann gilt für hinreichend kleine |®| 


Be, = 2 2.) erg log (1 —(1—e®)) 


| 0 1— e? 


ya (1-er}=t 1 
j] . 


— =D, BEA 
Te 
Die letzte Summe braucht offenbar nicht bis ins Unendliche, sondern nur 
bis zu dem Wertei=2»--1 erstreckt zu werden, weil die höheren 


Glieder fortfallen, wenn man nach der Differentiation ® = 0 setzt. Es 


ist also 
27 +1 


ü > 
I“ Pt — goyi-1 


Wenn erstens A eine zusammengesetzte Zahl >6, etwa A=ab 
mita>2,5>2 ist, liefert das entsprechende Glied eine ganze Zahl 
als Bear zur rechtsstehenden Summe. Denn aus 


a+b<sab—1=i—1, 
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also 


i—l=atb+tc, c>0, 
(1 SB Ban nn (1 ante ee et ar (1 = Zr 
folgt 
Do (1 — e®-1= O0 (mod I). 
Ist zweitens A=4, so erhält man 
Dit zer = Dort e1 3 e®)® 
= 3,1277 3297 3 rei —1I=0(modA); 


auch das Glied mit A— 4 gibt also einen ganzzahligen Beitrag. 
Drittens möge A eine Primzahl $ sein. Dann kann 2» in der Form 


2 =qg(p -1)Hr, 0<r<p—1 


dargestellt werden. Durch Ausführung der Differentiation unter Heran- 
ziehung des binomischen Satzes gewinnt man nun 


Dr (1 1 eop-1— er Be 17 4 a Bar. (= 1)P-1 ee) d— 1), 
| —(?7}) ee 2 + (pi) ir 
fur = 0, 
Bee = 


BT ee en 


füryr=(. 
Da nach dem kleinen Fermatschen Satze für 1 <m<p 


m?-!= 1(modP), 
also 
m?” = m’ (mod p) 
ist, wird demnach 


0 x ” +0 % 
2’ = 2 (mod p) für j od. 


Wenn also 2» nicht durch $ — 1 teilbar ist, ist der Beitrag 
des entsprechenden Gliedes eine ganze Zahl; wenn hingegen $ — 1 


ß 1 Pe 
in 2» aufgeht, eine ganze Zahl, vermindert um >= Damit ist der 
v. Staudtsche Satz bewiesen, nach dem 


1 
(54) Ba, = G3, IF m Pr. 


gilt, wobei Ga, eine ganze Zahl bedeutet und die Summation über alle 
die Primzahlen, und nur diese, läuft, für die p, —1 ein Teiler von 
2» ist. Die folgende Zusammenstellung gibt einige Beispiele. 
3 


Nörlund, Differenzenrechnung. 
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2» Pk B,, 
2 2 1 — 413 
4 2,3, 5 vor saeR 
6 Dal 1— 3 En 4 _ 4 
8 2,3, 5 sea 
10 Pr, nl 1-41-1-, 
12 a a 25, 1-4-43—-3—-3—35 
14 RT ER A = 1 


16. Auch die für Polynome in der Gestalt (37*) 


o«+h)= Rz Ne) 
s=—0 


aufgestellte Boolesche Summenformel läßt sich auf allgemeinere Funk- 


tionen erweitern. Es sei E,(«) die Funktion, welche der Gleichung 


E,@+)=—E,() 


genügt und außerdem für 0 <x<1 gleich dem Eulerschen Polynom 
E,(x) ist. Aus den Formeln 

dz 2 — »-ı(®) 
E,1)= —E,(0) für »>0O 
ersieht man, daß E, (x) für » > 0 eine stetige Funktion von x ist, die 
stetige Ableitungen bis zur (» — 1)-ten Ordnung aufweist. Für die »-te 
Ableitung hingegen sind die Punkte =0, +1, +2,... Sprung- 
stellen, weil E, (x) für 2n <z<2n-+1 gleich +1 und für 2» — 1 
<xz<2n (n eine ganze Zahl) gleich —1 is. Wenn wiederum 
0<h<1 und die Funktion p(z) im Intewall= <zr<x-w mit 
stetigen Ableitungen bis zur m-ten Ordnung ausgestattet ist, erhalten 
wir aus 


m (A — 

(55) Ey han a Da pm) (x + wz)dz 

durch Teilintegration die allgemeine Boolesche Summenformel 
m—i 


(56) p(@-+ho)= ), > E,(h) 7 g"(&) + R 


v=0 


Untersuchungen über das Restglied finden sich bei Darboux Ir, 
Schendel[r], Hermite[s], Stieltjes[s] und Lindelöfft, 2, 3]. Ersetzt 


= 
man Ah durch z und läßt dann & nach Null konvergieren, so ergibt 
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sich die Taylorsche Formel mit dem Restglied in der Lagrangeschen 
Gestalt. 


Mit Hilfe der Booleschen Summenformel kann z. B. für le 
die erzeugende Funktion der Eulerschen Polynome gewonnen werden: 


d 
9 ho v m+1 623 1% 
(57) ou = 2, 5:W+2 8 2) wer. 
sa Veeritd e® +1 m! 
— () 

Die Annahmen p(@)=sinxz und (x) = cosx liefern folgende 
Reihenentwicklungen für tanw und secw, in denen die deshalb zu- 
weilen auch als Tangenten- bzw. Sekantenkoeffizienten bezeichneten 
Zahlen C, und E, als Entwicklungskoeffizienten auftreten: 


m—1 


(58) tano= I, (—1)+1 


Kr (2» in 


x 1 
w Ss am am+l Egm (2) 


art 


Ca,+1 un R,, > 


(58*) Bis Es a (22 — 1)wdz 
N) 
1 
— 4m-i1o9 2m F _1(z ns: 
N sin(22— 1)wdz; 
a v 
- v4 © 
(59) SEC. W) — 2, ) ET PR, 
+ 
2 
umogemtl rE,.( . 
(59*) De ( nn an sin2wzdz 
Ö 


z 


2 
m+1, 2m+2 Fr f 
A) = 2m+1 (2) cos2wzdz. 
2@m-+]1)! 
, 


COS © 


Interessant sind auch die für og («)=E,,+, (%), e=1undh=0 


bzw. h =; entstehenden Darstellungen der Eulerschen Polynome 


1 
4 C, le (— 1)” (m+ n) ! r d 
Em ®) = BER 22 me mini ) Em DE. + eE 


1 
m—1 Er — 1% (mn)! = 1 FR 
\ re) — —)E,(@+2)dz, 
) Wa, gm+ | a Din. RL ) ( 


3* 
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die fir &—0 die bestimmten Integrale 


1 
er m!n! ET 

ja (2) 27, (2) dz he a (m+n+])! oam+n — 
0 

ZA 

S 1 \ Be mn! Fazatı 
JEn (z 2 = E,@)d2=(- IP ee 
(0) 


auszuwerten gestatten. 


m - n ungerade, 


Sowohl die Euler-Maclaurinsche wie auch die Boolesche Summen- 
formel können mit großem Nutzen für Untersuchungen über Konvergenz 
von Reihen angewandt werden [32, 33, 37,42]. Doch wollen wir hierauf 


nicht näher eingehen. 


Drittes Kapitel. 
Die Summe einer gegebenen Funktion. 


17. Im vorigen Kapitel haben wir für die Differenzengleichung 


q) F@+1)-F@)=o(), 


falls die rechtsstehende gegebene Funktion @(&) ein Polynom ist, eine 
Lösung ermittelt, die ebenfalls ein Polynom und bis auf eine willkür- 
liche Konstante eindeutig bestimmt ist. Die allgemeinste Lösung be- 
kommen wir dann offenbar, indem wir zu dieser speziellen Lösung eine 
willkürliche periodische Funktion z(x) mit der Periode 1, d. h. eine 
Lösung der Differenzengleichung 


a +1)— a(e)=0, 


hinzufügen. Jede von der in Kapitel 2 gefundenen Polynomlösung 
verschiedene Lösung ist also eine transzendente Funktion. Unter allen 
Lösungen nimmt demnach die Polynomlösung eine besondere, durch ein- 
fache funktionentheoretische Eigenschaften charakterisierte Stellung ein. 

Nun ist auch bei beliebigem p(x) die Existenz von Lösungen 
der Gleichung (1) sofort ersichtlich. Man braucht ja nur die Funk- 
tion F(x) in einem Streifen von der Breite 1 parallel zur imaginären 
Achse mit Einschluß des linken und Ausschluß des rechten Randes ganz 
willkürlich anzunehmen, dann liefert die Gleichung (1) unmittelbar F (x) 
für alle anderen Werte von x. Freilich wird diese Lösung im allgemeinen 
nicht analytisch sein, und wir dürfen von ihrer Betrachtung in funk- 
tionentheoretischer Hinsicht kaum viel Ausbeute erhoffen. Überhaupt 
bietet die allgemeine Lösung der Gleichung (1) wegen der allzu großen 
Willkür der in sie eingehenden periodischen Funktion nur wenig 
funktionentheoretisches Interesse dar. Für ein wirklich fruchtbringendes 
Studium der Gleichung (1) muß man vielmehr eine andere Frage- 
stellung zugrunde legen. Unter der Annahme, daß p (x) ein Polynom 
ist, haben wir für eine gewisse Lösung, nämlich die Polynomlösung, 
bereits recht belangreiche Ergebnisse erzielt, und ebenso lehrt die aus 
einer Gleichung von der Gestalt (1) entspringende Gammafunktion 
(vgl. Kap. 5, $ 2), daß es sehr wohl spezielle Lösungen von bemerkens- 
werter funktionentheoretischer Natur geben kann. Auch in allgemeineren 
Fällen wird es daher unter gewissen Voraussetzungen über die gegebene 
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Funktion p (x) lohnend sein, zu versuchen, ob man unter all den un- 
endlich vielen, durch willkürliche periodische Funktionen unterschie- 
denen Lösungen der Gleichung (1) eine funktionentheoretisch aus- 
gezeichnete Lösung, die Hauptlösung, herauszufinden vermag [37]- 
Hierin liegt das wesentlichste Problem der Theorie der Gleichung (1). 
Anders ausgedrückt handelt es sich darum, die Umkehroperation zur 
Differenzenbildung zu definieren, d.h. zu einer vorgelegten Funktion (x) 
eine Funktion F(&) als Summe von (x) derart anzugeben, daß (x) 
die Differenz von F(«) ist. 


8 1. Geschichtliche Bemerkungen. 


18. Der erste Ansatz zur Behandlung des soeben umrissenen 
Problems der Summation einer gegebenen Funktion p(x) findet sich in 
den zahlreichen älteren Arbeiten über die Euler-Maclaurinsche Summen- 
formel (vgl. Kap. 2, $3). Plana [1J, Abel [r,2] und Cauchy [3] 
wandten sie auf die Gleichung (1) an, drangen aber nur in ganz spe- 
ziellen Fällen bis zu einer Lösung vor. Von späteren Untersuchungen 
über diese Summenformel heben wir besonders diejenigen von 
Malmsten [2] und Lindelöf!) [r,2,3] hervor. 

Die erste eingehende Behandlung der Gleichung (1) rührt von 
Guichard [1] her, der ihr im Jahre 1887 eine große Abhandlung 
widmete. Er denkt sich p(x) als analytische Funktion der komplexen 
Veränderlichen = o--ir, die in einem gewissen Gebiet regulär ist, 
und weist nach, daß dann das Integral 


genommen zwischen zwei Punkten A und B der imaginären Achse, 
eine in einem gewissen Rechteck reguläre Lösung der Gleichung (1) 
liefert. Diese Lösung ist jedoch unendlich vieldeutig und hat unendlich 
viele logarithmische Verzweigungspunkte, ein Übelstand, den man be- 
seitigen kann, wenn (x) eine ganze Funktion ist, indem man A und 
B auf der imaginären Achse ins Unendliche rücken läßt und gleich- 
zeitig, um die Konvergenz des Integrals zu sichern, unter dem Integral- 
zeichen eine passende ganze Funktion E(z) einführt. Dann findet man 
eine ganze transzendente Lösung von (1), die sich im Streifen 0 < o = 
durch das Integral 


in 
z)E (x 
F(x) = P(2) @) dz 
E(e)(1— e!"t@-2) 
Er -i» 
du Bei Lindelöf [3] findet man auch zahlreiche geschichtliche und biblio- 
grafische Bemerkungen. 
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darstellen läßt. Hierbei ist indes die ganze Funktion E(x) noch 
auf unendlich viele Weisen wählbar, und Guichards Verfahren gibt 
kein Mittel an die Hand, um E(x) so festzulegen, daß man eine 
funktionentheoretisch ausgezeichnete Lösung erhält. Wenn z.B. P(«) 
ein Polynom ist, so ist die Guichardsche Lösung kein Polynom, sondern 
eine transzendente Funktion a) 

Auf andere Weise gehen Appell [s] und später A. Hurwitz [1] 
vor. Die Tatsache, daß für ganzes rationales p(X), 


m 
we s 
P@)= 2, ax, 
s=D 
das Polynom 
m+i 
F(@)= 3) B, (a) 


eine Lösung der Gleichung (1) ist, legt nahe, wenn (x) eine ganze 
transzendente Funktion 
en 
s=0 


ist, die Reihe 


ins Auge zu fassen. im allgemeinen wird diese Reihe nicht konver- 
gieren. Appell entwickelt deshalb das Polynom B,(x) im Intervall 
0 <x<1 in eine Fouriersche Reihe und subtrahiert dann von dieser 
die s ersten Glieder. Wird die so entstehende ganze Funktion mit 
y,(x) bezeichnet, so genügt die Reihe 


\ > A; —_ 
Fe) N" y,ß) 
s=1 

formal der Differenzengleichung (1), weil sich y, (x) vom Bernoullischen 
Polynom B,(x) nur um eine periodische Funktion unterscheidet. Da 
sie, wie Appell und Hurwitz zeigen, zudem in jedem endlichen Ge- 
biet gleichmäßig konvergiert, stellt sie eine ganze Lösung von (1) 
dar. Aber auch dieser Weg führt im allgemeinen nicht zur Haupt- 
lösung. Wenn z. B. p(x)= e*” bei konstantem k ist, so wird die 

kz 
Hauptlösung F(x) = I die Appell-Hurwitzsche Lösung hingegen 

Ba 

weicht von ihr um eine ziemlich verwickelte periodische Funktion ab. 
Hurwitz hat außerdem noch bewiesen, daß sich zu meromorfem px) 
immer eine meromorfe Lösung von (1) angeben läßt. 


1) Unabhängig von Guichard hat H. Weber [1] die Gleichung (1) studiert 
und einen Teil der Guichardschen Ergebnisse wiedergefunden. 
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Carmichael [4] hat die Ergebnisse Guichards von neuem in 
der Weise hergeleitet, daß er für die Lösung von (1) eine Potenzreihe 
ansetzt; trägt man diese in die Differenzengleichung ein, so entsteht ein 
unendliches System linearer Gleichungen mit unendlich vielen Un- 
bekannten, welches derart gelöst wird, daß die Potenzreihe konvergiert. 


82. Definition der Hauptlösungen. 


19. Es erweist sich als zweckmäßig, in die Gleichung (1) einen 
Parameter einzuführen und sie in der Gestalt 


(2) AF(«)—=P(®) 
zu schreiben, wobei A wie üblich die erste Differenz mit der Spanne & 


bedeutet. Wir werden nämlich sehen, daß das Problem der Auflösung 
der Gleichung (2) wesentlich ein Problem in zwei Veränderlichen x 
und ® ist, wobei naturgemäß der Grenzübergang &®—0, d.h. der 
Übergang von der Differenzengleichung (2) zu einer Differentialgleichung, 
ein besonderes Interesse darbietet. 

Viele der beim Studium der Gleichung (2) auftretenden Tatsachen 
lassen sich am klarsten übersehen, wenn man, was wir tun wollen, 
gleichzeitig mit ihr die Gleichung 
(3) VGla)=o(e) 
für den ersten Mittelwert untersucht. Bezeichnen wir mit z{x) und 
p(x) Funktionen von x, die den Gleichungen 

ANala)=d, 


(0) 


Valid 


Genüge leisten, so erhält man die allgemeinsten Lösungen von (2) und 
(3), wenn man zu einer speziellen Lösung eine derartige periodische 
Funktion (x) bzw. p(x) hinzufügt. Aus der Menge all dieser unend- 
lich vielen Lösungen wollen wir jetzt die Hauptlösung herausheben, 
Dazu schreiben wir die Gleichungen (2) und (3) für ,2+o,x2-+2o, 
.,% +(n — 1) auf und addieren dann je die » aus (2) bzw. (3) 
entspringenden Gleichungen, bei (3) unter Einführung abwechselnder 
Vorzeichen. So ergibt sich 

n—1 

a F()— Fae+no)=— wo p(&-+ so), 
s=0 
n—1i 


Gl) —-(-1N"G(@+no)=2 (ip + so). 
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Es liegt nun nahe, hierin den Grenzübergang n — oo zu versuchen. 
Wenn die beiden dann entstehenden Reihen 


(4) - od o(lc+ so), 
s=0 
(5) 2 I, (1) p(@+so) 
s=0 


konvergieren, was von der besonderen Natur der Funktion @ (x) abhängt, 
so geben sie uns offenbar je eine Lösung der Gleichungen (2) und (3), 
und diese wollen wir dann die Hauptlösung nennen. Dieser Fall tritt z. B. 
bei der Reihe (5) nach dem Leibnizschen Satze über alternierende Reihen 
ein, wenn x eine reelle Veränderliche, & positiv und (x) eine positive 
Funktion von & ist, welche für wachsendes x niemals zunimmt und der 
Grenze Null zustrebt. In den meisten vorkommenden Fällen divergieren 
freilich die Reihen (4) und (5). Aber auch dann lassen sie sich mit 
großem Vorteil zur Gewinnung von Lösungen der Gleichungen (2) 
und (3) benutzen, und zwar durch Verwendung eines geeigneten 
Summationsverfahrens. Hierzu wollen wir nacheinander verschiedene 
Annahmen über x, ® und p(x) machen. In diesem Kapitel setzen 
wir voraus, daß x rveell und w positiv ist; ferner soll p(x) eine reelle 
oder komplexe Funktion von x sein, die für >b stetig und von 
solcher Beschaffenheit ist, daß bei geeigneter Wahl einer Funktion 


(6) A@)=arloger, p>1,920, 
bei festem 5 und g für jeden festen positiven Wert von 7 die Relation 


limo(z)e"’®—=0 

Ii>@® 
statthat. Zunächst beschäftigen wir uns mit der Gleichung (3) und der 
Reihe (5). Unter unseren Voraussetzungen konvergiert die Reihe 


(7) G(e|o;n)= I 1’ p(x + sw)erı+@tso) 


s=0 


für jeden positiven Wert von n gleichmäßig in x. Sie stellt also eine 
für > b stetige Funktion von x dar. Nun sei B eine beliebige Zahl 
größer als b. Wenn die Funktion G (x|®; 7) für zu Null absinkendes 
n nach einem Grenzwert strebt, und zwar gleichmäßig im Intervall 
b<x<B — wir werden zeigen, daß dies unter gewissen Annahmen 
über die Funktion p(x) tatsächlich der Fall ist —, dann wollen wir 
diesen Grenzwert die Wechselsumme der Funktion p(x) nennen und 
mit dem Symbol 
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(8) Sp) Y2=6G(x|o)— limG(z|o; 7) 
ei en 7n>0 
= lim 2 An 1) (x E= s ©) eı+(&+so) 
7—>0 su 


bezeichnen, die Funktion p(x) selbst aber wechselsummierbar nennen. 
Wenn die Reihe (5) konvergiert, stimmt der Grenzwert (8) mit ihrer 
Summe überein. 

'Durch den soeben auseinandergesetzten Algorithmus wird eine 
Lösung G(x|w) der Gleichung (3) definiert, die für 2>b und alle 
positiven w stetig ist; denn aus der offenkundig richtigen Gleichung 


N G(x | @; n) == p (x) e-"}@ 


folgt ja durch den Grenzübergang 7 —0 sofort 


v6Rlo)- pl). 


Diese Lösung G(x|®) gerade ist es nun, die wir die Hauptlösung 
der Gleichung (3) nennen und eingehend studieren wollen. 


20. Um die Hauptlösung der Gleichung (2) zu definieren, gehen 
wir in ähnlicher Weise vor. Auch die Reihe 


{oe >) 
— PARIE + sw) e-"*@+so) 
s=0 
konvergiert unter unseren Annahmen über @(x) für alle positiven 7; 
sie nähert sich aber, wenn n nach Null abnimmt, im allgemeinen 
keinem Grenzwerte. Um dennoch eine Lösung zu erhalten, müssen 
wir zu ihr eine Größe hinzufügen, die sich für sehr kleine positive 
n nahezu in derselben Weise wie die Reihe selbst verhält und außer- 
dem von x und & unabhängig ist. Dies trifft bei dem Integral 


SPld)eni@az 
a 
zu. Wir betrachten daher den Ausdruck 


9) Falo;m)= [p@ermW@d: — o plc + sw)e-ni@tso), 
a 


s=0 


wobei a eine beliebige Zahl größer als b ist. Wie ohne weiteres er- 
sichtlich, genügt F(&|®;) der Differenzengleichung 


(10) AF(|o;n)=gpla)e-"w, 
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Wenn nun n nach Null strebt, so nähern sich im allgemeinen 
zwar weder das Integral noch die Reihe einzeln einem Grenzwerte 
wohl aber gelingt unter passenden Annahmen über die Natur von 
PR) der Nachweis, daß der aus beiden zusammengesetzte Ausdruck 
F(e|o;n) für b<x=<B gleichmäßig gegen einen Grenzwert, die 
Summe 


(11) Se@Az=F@|o)=imrF(e|o; n) 
& [0 7>0 


= im i [o@er@dz-o I pla+sa)emere) 
e s=0 , 


7n>0 
der Funktion p(x), konvergiert. Wesentlich ist hierbei, daß man auf 


das Integral SP) dz und die Reihe Sole sw) dasselbe Summa- 
a s=0 


tionsverfahren anwendet. Falls der Grenzwert (11) existiert, nennen 
wir die Funktion p(x) summierbar. Die Ausdrücke Summe und 
summierbar benutzen wir auch, wenn wir sowohl F(x|®) als auch 
G(&|w) im Auge haben. Wie der Grenzübergang n—0 in der 
Gleichung (10) erkennen läßt, ist F(x|®) eine Lösung der Gleichung 


AF@|o)=p(e), 


und zwar per definitionem die Hauptlösung. Sie enthält, weil a be- 
liebig ist, noch eine willkürliche additive Konstante und wird erst ganz 
festgelegt, wenn man ihren Wert an einer beliebigen Stelle vorschreibt. 

Zur Gewinnung der Hauptlösungen ist es nicht notwendig, gerade 
die angegebene Summationsmethode zu benutzen. In manchen Fällen 
wird sie nicht einmal ausreichen. Vielmehr lassen sich die Reihen 
(4) und (5) auf unendlich viele verschiedene Weisen summieren. Man 
kann: jedoch beweisen [21,30], daß man für eine sehr ausgedehnte 
Klasse von Summationsmethoden immer zur selben Lösung kommt. 
Die Hauptlösung ist also durch unseren oben angegebenen Algorith- 
mus bei der Gleichung (3) eindeutig, bei der Gleichung (2) bis auf 
eine additive Konstante festgelegt, und es richtet sich nur nach den 
asymptotischen Eigenschaften der Funktion p (x), welcher Summations- 
methode man sich im einzelnen am zweckmäßigsten bedient. 

Zuletzt möge noch hervorgehoben werden, daß die Haupt- 
lösungen, wie sich im Laufe der folgenden Betrachtungen herausstellen 
wird, auf verschiedene Weise auch durch Grenzbedingungen definiert 
werden können. Die Definition durch einen Algorithmus, wie wir sie 
vorgenommen haben, bietet jedoch den Vorteil, daß man von vornherein 
imstande ist, zu einer gegebenen Funktion p(x) die Hauptlösungen 
wirklich zu bilden. Wir kommen durch unser Auflösungsverfahren auf 
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dem natürlichsten Wege zu den Lösungen, welche durch die ein- 
fachsten funktionentheoretischen Eigenschaften ausgezeichnet sind. Um 
dies näher zu beleuchten, wollen wir im folgenden Paragrafen, noch 
ehe wir allgemein einen Beweis für die Existenz der Hauptlösungen 
erbracht'haben, einige wichtige Beziehungen herleiten, denen sie ge- 
nügen. 


8 3. Einige bemerkenswerte Eigenschaften 
der Hauptlösungen. 


21. Es sei m eine beliebige positive ganze Zahl. Setzen wir inFormel(9) 


Eu . . 10} [07 C 
für x nacheinander die Werte z, + —, x +2 I u (m => 
m m m 


ein und addieren die entstehenden m Gleichungen, so bekommen wir 
zunächst 


s@ \ ER 

Sr(e+2lo)=melelson 
und hieraus durch den Grenzübergang 7 —0 

m—1 ‚ 
1 en —mF(«|®) 
\ 2 Irle+7o) mE el 
Ganz entsprechend lassen sich die Relationen 

mi 
13 ERS sau Ne @ [0) 
| ) 2 1) F(« ee 6 >) 

m—1 

Sl; i s@ | 


beweisen. Während in (12) m eine beliebige positive ganze Zahl sein 
kann, müssen wir in (13) m als gerade und in (14) m als ungerade 
voraussetzen. Die drei letzten Gleichungen, durch welche die Haupt- 
(ösungen von der Spanne mit der Hauptlösung von der Spanne pad 

.. n ” er 
verknüpft werden, wollen wir als Multiplikationstheoreme der Haupt- 
lösungen bezeichnen. Für m = 2 werden sie besonders einfach; dann 
findet man nämlich 


(15) F&|o)=VF(x|2o), 
16) G(&|o) =AF(«|2 0); 


es lassen sich also die Hauptlösungen F(&|o) und G(&|w) mit der 
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Spanne m aus der Summe F(x|2@) mit der doppelten Spanne 2 
durch einfache Mittelwert: bzw. Differenzenbildung herleiten. Multi- 


pliziert man die Gleichung (15) mit = und subtrahiert sie nachher von 


der Gleichung (16), so entsteht die Formel 
3 en 
(17) G@|o)= —;[F(«|o) — F(x|20)], 


durch welche sich die Wechselsumme G auf die Summe F zurück- 
führen läßt. Auf Grund dieser Möglichkeit könnte man im ersten 
Augenblick versucht sein, vom Studium der Wechselsumme G ganz 
abzusehen und sich auf die Untersuchung der Summe F zu beschränken. 
Dies ist aber nicht angebracht; neben der großen Einfachheit der 
Gleichung (3) ist es vor allem die Tatsache, daß sich später G als 
eine eindeutige, F jedoch als eine mehrdeutige Funktion von & heraus- 
stellen wird, welche eine besondere Behandlung von G rechtfertigt. 
Durch die Form der linken Seite in der Gleichung (12) wird die 
Frage nach dem Grenzübergang m— oo, also nach dem Werte des 


5 
Integrals Rz 


„[Fe@\o)a: 


nahegelegt, welches wir das Spannenintegral nennen wollen. Unter 
Heranziehung der Funktion F(x|®;n) kann man ihn leicht zu 


z+o % 


(18) „SF@lo)az= [P@dz 


ermitteln, sodaß also das Spannenintegral der Summe einer Funktion @(&) 
durch das Integral dieser Funktion selbst ausdrückbar ist. In Ver- 
bindung mit diesem Ergebnis liefert das Multiplikationstheorem (12) 
die Beziehung t 
: | ® 
(19) im F(«|®) —[p(@)dz. 
77 


N 
mon 


Für G(x|o) erhält man dann vermöge (17) und (14) die analogen 
Formeln 


+0 T +0 


(20) s[ek@io)ae= [p@)az-—[F« 2 w)dz 
iR (z) dz — 5 (fr (z) dz) er 
(21) im 6 («| *)=p() 
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Die Limesrelationen (19) und (21) regen zur Behandlung des 
Problems an, ob vielleicht überhaupt für zu Null abnehmendes, posi- 


tives ® 
z 


lim F(@|o)= | p(@)dz, 


>00 j 
lim G(x<|o)=g(k) 
o—>0 
ist, ob sich also die Hauptlösungen in diesem Falle allgemein auf die 
Lösungen der alsdann aus (2) und (3) hervorgehenden Gleichungen 
Ar 


dx p (2), 
cCa)= Pl): 


reduzieren, d. h. insbesondere die Summe von (x) auf das Integral 
von p(x), Hieran schließt sich nachher naturgemäß die weitere Frage, 
wie es steht, wenn & sich in beliebiger Weise der Null nähert. Bei 
der Untersuchung der Hauptlösungen als Funktionen von & werden 
wir in $ 6 und in Kap. 4, $4 ausführlich auf diese Probleme zurück- 
kommen. 


22. Die durch (8) und (11) definierten Operationen sind, wie 
wir es gewünscht haben, invers zur Differenzen- und Mittelwertbildung. 
Denn einmal haben wir schon bewiesen 


z 


er % 
N S o()Az=p(x), 


ao a [07 
©) ze 
V N po(@)Vxe=ole), 


und andererseits rechnet man leicht aus 


(22) N (A® (@)) Az=ol(e) — [p@ dz, 
(23) SVr@)ve=eß); 


im Fall der Summe haben wir also bei Vertauschung der Operations- 
zeichen /\ und S zur rechten Seite eine Konstante hinzuzufügen. 
Die Gleichungen (15) und (16) können wir in der Gestalt 


% x 
(24) VS ed)Az=Npl)Az, 
9a 20 a ) 
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VOR 


(25) ASPl) Az= Sp@)Va 


20 


schreiben. Wenn wir hier auf den linken Seiten die Operationszeichen 
vertauschen, bekommen wir die Relationen 


(26) R S(VP@)A:- _ Sr@ Di sro dz, 
(e7) Siya Per, 


Ersetzt man in ihnen p(x) durch G(&|®) bzw. F(x|w), so nehmen 
sie die Gestalt 


(28) Geo). 


©) 
(29) SF |o)Yx=F(«|20) 
an. In den Beziehungen (28) und (29), welche die Umkehrungen der 
Gleichungen (15) und (16) darstellen, haben wir Formeln für die Summe 
einer Wechselsumme und die Wechselsumme einer Summe vor uns. Aus- 
führlicher lassen sie sich auch so schreiben: 


z z a+o 
. s \ & 1 
(28*) e ® p(@)V2)Az= 2% @Q)A2—-jF@|20)z, 
a [77] © a zo rn 
P7 % 
z . P) 
(29*) S(SPr@Az)vVz=N PDAz 
177 [77 [077 a o 
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23. Nunmehr wollen wir unter gewissen Voraussetzungen über die 
Funktion p(x) den Beweis für die Existenz der Summe F(x|w) und 
der Wechselsumme G(x|®) führen. Als wesentliches Hilfsmittel be- 
nutzen wir dabei die Boolesche und die Euler-Maclaurinsche Summen- 


formel 
M— 


(30) «-+ho)= = ah (x) 
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czto 


1)  YP&+ho)= er Bart B,(MA00-"(e) 


1 
_ Bu Er (<-+wz)dz 
0 
wobei h eine beliebige Zahl des Intervalls O<h<i1 ist. 

Um alle Schlußfolgerungen möglichst durchsichtig zu gestalten, 
machen wir für den Existenzbeweis folgende Annahmen über die Funk- 
tion p (x): 

1) p(x) soll für x > b eine stetige Ableitung einer gewissen, etwa 
der m-ten, Ordnung haben, die für unendlich zunehmendes x gegen 
Null strebt. Dazu, 

2a) wenn es sich um die Wechselsumme G(x|®) handelt, das 


Integral 


[2.0] 


(32) SE E„-ı(- pP” (+ wz)dz 
0 


soll im Intervall b <x <b-+ w gleichmäßig konvergieren, oder, 
2b) wenn wir die Summe F(x|w) im Auge haben, das Integral 


(33) JB. -Dpm(&+w2)d:z 
10) 


soll im Intervall b<x <b-+ w gleichmäßig konvergieren. 


Die erste Voraussetzung 


lim gm (x) = 0 


zo>% 

zieht 

(m—») /.. 
(34) im FI 9 Wenn 

>» x 

also insbesondere 
(35) lim P® _o 

s>an rt 


nach sich. In der durch (6) definierten Funktion /(x) können wir 
demnach $=1, qg=0, mithin 
wählen. k (®) en 


Die Voraussetzungen 2a) bzw. 2b) sind z. B. erfüllt, wenn die Reihen 


» 


(36) PH 1) pm (x + so) 
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(37) 5" pm (+ so) 
s=0 


im Intervall b<x <b--w, also auch in jedem Intervall 5 SuEB 
bei beliebig großem. festen B, gleichmäßig konvergieren. Dann erhält 
man ja beispielsweise 


a A N+D 541 M 
En. - pm (@+o2)de— N [ E,_,(-2)Pm(e + 02)dz 
s=n ° 
n+p 


Y 
= N (-1Y SE, -DPm@+or+so)dz 


Nn+D 


= [E,,- 9) (-NYpm@+@z+ so)dz 
0 sen 


woraus wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (36) für 
b<x<B die gleichmäßige Konvergenz des Integrals (32) im selben 
Intervalle folgt. 

Alle Voraussetzungen trefien ferner zu, wenn für ein gewisses 
positives festes e die Relation 
(38) lim tt im (2) — 0 

>» 
besteht. 

Trägt man nun in den Summenformeln (30) und (31) für x nach- 
einander 2,2 +w,2-+2w,..,2-+-(n— 1)w ein, wobei n eine be- 
liebige positive. ganze Zahl bedeutet, und ersetzt man (x) durch 
p(x)e="*, so findet man durch Vereinigung der entstehenden Glei- 


chungen 
n-1 
EN 1’ pc +hw + sw)e-ı@thotso) 
s=0 
m-1 
— N, 7 E,(h)Dz \p (x) e"”] 
v=0 
m-1 
-(- 1° 2 57 E»MDz [p(@+no)ernetne] 
v=0 
n 
u En (h— 2) D; [p(& + w2)er"@+e2] dz, 
0 


Nörlund, Differenzenrechnung. 4 
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n-1 
| o(2)e"1?dz — od, y (e+ho-+ Tr te 
s=0 
2 Mm 
= (pe erwar+ NL B,0)D2" per] 
a v=1 } 
m 
— 327 8,M)Dy "[p(<+ro)e "etee] 
v 
v=1 


mr eh El 
a ER (h a, B [9 (2 + wz)e-"®te2] dz. 
0 


Dabei soll a>b und £>b sein. Nunmehr lassen wir bei festem 
positiven 7 die Zahl » unbegrenzt zunehmen. Dann erscheinen auf 
den linken Seiten der letzten beiden Gleichungen die nach unseren Vor- 
aussetzungen über p(x) gewiß existierenden Funktionen G (ce-+-ho|o; n) 
und Fe +hw|w;n), während das zweite bzw. dritte Glied auf der 
rechten Seite gemäß (34) verschwindet: 


(39) G@+Ao|o;n)= Dee (h) DZ [p (x) e-"=] 


B2 


40) Fie+ hola m)=[p@e a8 B, (M D2"" (p(a)e==2] 


„mr+i nn m 


0 


E= 


m! 


Für den Grenzübergang 7 —0, auf den wir jetzt zusteuern, bedarf 
es einer eingehenderen Untersuchung offenbar nur beim Restglied auf 
der rechten Seite. Wir wollen sie lediglich für das Integral 


(41) JE„-ı(h-2)Di[p(@+@z)ern@toa]a: 
’ 
durchführen, da sie bei dem Integral 


JBn (k—2)Dy [p(&-+ wz)e-n (at02)] dz 
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in ganz ähnlicher Weise verläuft. Der Ausdruck (41) zerfällt in (m +1) 
Integrale vom Typus 


Le 7” J En. a2)” @ @2)erwtendz, v—=0,1,2,...,m. 


Wir behaupten, daß /, für »>0 zugleich mit n gegen Null strebt. 
Da das Integral 


(42) v@a=JE,„_.,(n—Nerrorat 
/ z 
für jedes positive 7 konvergiert, findet man durch Teilintegration 
(43) =’ et? y(0) pm (a) — an” e"? [pm tl (@--mz)w(e) dz. 
ü) 


Wir müssen also das Verhalten von y(z) für n„—0 untersuchen. Das 
in (42) auftretende Integral divergiert für „=0. Für n—0 jedoch 
strebt es, wie wir zeigen wollen, einem endlichen Grenzwert zu. Bei 
n>0 ist nämlich 


ee +1 


y (z) == e-noz N) | Br (h kn t) e-iot dt 
s=0 5, 


1 


—, 6,1 oz 3) ( — 1) error ([E,_, (h— 2 —Hernetdt 
s=0 0) 
1 
e 192 


1-+e”" s 


Das letzte Integral ist für alle 7 eine periodische Funktion von z mit 
der Periode 2 und strebt für „—0 einem endlichen Grenzwert zu. Man 
bekommt daher 
lim y(z) = je (h— 2— 2) A Eule) 


n>0 pr 


und kann eine positive Zahl C derart ausfindig machen, daß für alle 
positiven Werte von n und beliebige z 


y@)l<Cemre 


ist. Nun bereitet die Untersuchung des Integrals /,, »>0, keine 
Schwierigkeiten mehr. Das erste Glied rechts in (43) strebt für 7 > 0 
selbst gegen Null, weil dann y(0) nach einem endlichen Grenzwert 
konvergiert. Ferner sieht man unter Heranziehung der Relationen (34) 
und (35), daß das zweite Glied in (43) dem absoluten Betrage nach 


für alle x des Intervalls b<x <B bei beliebig großem festen B gleich- 
4* 
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mäßig beliebig klein wird. Damit ist die Behauptung über ZL,, v» >0, 
bewiesen, und es bleibt für eine vollständige Untersuchung des Integrals 


(41) nur noch das Integral 
Lh= a, (h — z) pm (x + wz) e" +2 dz 
ö 
zu erledigen übrig. Wiederum wenden wir Teilintegration an. Setzen wir 
ı(@)= WE h—Hpm (+ wi)dt, 
z 


wobei das Integral zufolge unserer Voraussetzung 2a) für bB<x<B 
und z> 0 gleichmäßig konvergiert, so bekommen wir 


ds = 677% 4 (0) —n® f 4 (z) e-n@+o2) dz. 
0 


Hierin wird das zweite Glied dem absoluten Betrage nach für b<x <B 
wegen der gleichmäßigen Konvergenz von (32) für n—0 beliebig 
klein. Es ist demnach 


SE L,=x( le (h — 2) pm (x + wz)dz. 
Damit ist der Existenzbeweis für die Hauptlösung G (x|®) vollendet; 
es ist gezeigt, daß das Integral (41) und deshalb auch G(x« + ho|w; n) 
für n—>0 gleichmäßig in b<x <B einem Grenzwerte zustrebt. 
Gleichzeitig ist für G(® + hw|w) der Ausdruck 

m-ı1 


(4) G@+Ao|o)= N 7 E,(h) pP" (x) 
=— 


or a Tl pre tran)d, OST 
0 


gefunden, und weiter können wir noch schließen, daß G(&| @) eine 
für © > b stetige Funktion ist. 


Von dem analogen Existenzbeweis für F (<|®) merken wir die 
Gleichung 


v| 


(45) Fix -+ho|o) -[p@ dz + I) 2I.B,(A)gP-D (x) 


{a} 


amri in 
un En - dem @ + og)az, O<h<1, 


(0) 


und das Ergebnis an, daß F (x|®) ebenfalls für >b stetig ist. 
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24. Betrachten wir einige Beispiele. Als Hauptlösungen der 


Gleichungen 
yvoR=zr, 


AFk)=vrar-1 


erhält man, wenn in (4) m=»-+1,)=0, w=1 und in (45) 
m—=vyv,h=0, =1 gesetzt wird, 


S N 


BarINZenD,e). 


SIO/ AR) 


Das Eulersche Polynom E,(x) ist demnach der Wert der divergenten 


Reihe x 
28, (-1Y(@+ 9)” 


s=0 


und läßt sich in der Form 


x) = lim 23) (- 1)’ (@ + s)" err@+ 
7>0 :5=0 
darstellen. Ähnlich gilt für das Bernoullische Polynom 
B, @) = rim ( [atom N @hsteren), 
n>0 10 Fe J 
Diese Ergebnisse können durch Heranziehung der erzeugenden Funk- 
tionen der E,(x) und B,(x) auch unmittelbar bestätigt werden. 

Die Tatsache, daß die Eulerschen und Bernoullischen Polynome 
Hauptlösungen sind, gibt uns nunmehr auch einen tieferen Einblick 
in das Wesen der funktionentheoretischen Eigenschaften jener Polynome. 
Sie sind Sonderfälle von Eigenschaften, welche ganz allgemein den 
Hauptiösungen einer Differenzengleicnung zukommen und letzten Endes 
auf der Differenzengleichung selbst beruhen. 

Wenn (x) ein Polynom ist, werden die Hauptlösungen Polynome. 
Besonders einfach gestaltet sich die Summe für die Faktorielle 


@ —- 1)@ — 2) (e—-n+1) 


Nach Formel (9) in Kapitel 1, $1 und Formel (22) im gegenwärtigen 
Kapitel, $3 wird nämlich 


Se-n- (@-nt+1)A2=@-1)-- @-m) 


Q» 
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Die rechts an zweiter Stelle stehende Konstante ist durch Bernoullische 
Polynome ausdrückbar. In Kapitel 6, $ 5 werden wir sehen, daß sie 
M (a 
den Wert a hat. 


Es ist also 


0 
eg (a) 
n 


; 1 - N 
S@—1)-- :@ -n+l)A2=- -@- I) em) 


' s@ps 


Ähnlich findet man für die Faktorielle 


1 
z(ze+1)--- (c<+n) 


bei n> 1 zunächst 


z 


Az 4 1 
Nenn ze +1)---@+n—]) 
a+1 
dz 
nz(z+1)--- (+n—1)' 
a 


Die Konstante läßt sich einfacher schreiben. Es ist nämlich 


z 1 
Be ale. 


also 
a+1 


a „[r1 a+s+1 
a (n— = 92 Se 1r( s ) 10g ** m 


Far 3 1,7 * ) log (a + s) = Tre ISA Aloga. 


Die gewünschte Formel lautet daher 


x 


ö e= 1 ir 
2(2+1)-- Peer nx(c+1)- ET RR a = oga. 


Damit sind wir im Besitze der Umkehrungen zu den Formeln (9) und 
(10) aus Kapitel 1. 


S 5. Die Ableitungen der Hauptlösungen. 


25. Wenn p(x) für «> eine stetige Ableitung m-ter Ordnung 
hat und wenn die Reihe 


pm (x + so) 


s=0 
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bzw. 


[0°] 


1 pm + so) 


s=0 


im Intervall bD<x=<b-+ w gleichmäßig konvergiert, dann haben wir 
im vorigen Paragrafen die Existenz der Hauptlösungen F(« |) bzw. 
(|) und die Gleichungen 


(45%) Fix +ho|o) =» (z)dz + De B,(h) er -2 («) 
e a v=1l 


oo 


1 
Mel Nn 
er [?. (h— 2) I) pm (x DE OLIe = so) dz, 
v0 s=0 
m—i 
(44°) G(«+ho|o) = 2, ” E,(h) p9(«) 


[co] 


1 

am ER r 

u. (m — er (Rh — 2) Dr 1, pm (x — wz + sw)dz 
0 s= 

bewiesen. Für m > 1 findet man aus ihnen durch Differentiation nach h 


M— 


D,F(x+ho|o) - 85 h) op") (x) 


1 
m 


5 nn rt ı(k — 2) ) Dame + 02 + sa)dz, 


0 


D,6 («+ ho|o)= I E,(h) pe+Y(e) 


+ „h—3z 3-1) om (x + wz + sw)dz, 


mithin für 0 


dio 

(46) Fe BAR PU): 
d R 

(47) Era vVe-Sr@vVe; 


es ist also die Ableitung von Summe und Wechselsumme, bei der Summe 
bis auf eine additive Konstante, gleich der Summe bzw. Wechselsumme 


der Ableitung. 
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Ähnlich ergibt sich durch m-malige Differentiation, wobei bei den 


letzten Schritten der Sprungstellen von B, (x) und E, (x) halber Vor- 
sicht geboten ist, 


(46*) Fa F(z |) = lim pm Y(z) — w "m (2 + so), 
3=B 
(47*) Zam G(<|o)= 2 N 1% p®m(z-+so). 
x 


Hierin konvergieren bei zunehmendem x die Werte der auftretenden 


Reihen nach unseren Annahmen gegen Null, während lim "2 (z) 
>» 


endlich ist; für > b besitzen also die Hauptlösungen F(z|®) und G(x|®) 
stetige Ableitungen m-ter Ordnung, die bei wachsendem x endlichen Grenz- 
werten zustreben. 

Diese Eigenschaft ist charakteristisch für die Hauptlösungen. Denn 
jede andere Lösung der Gleichungen (2) und (3) unterscheidet sich 
von den Hauptlösungen um eine periodische Funktion a(®) bzw. p (x). 
Wenn sich aber eine derartige Funktion z(x) bzw. p(x) für 2— oo 
einem Grenzwert nähert, muß sie sich auf eine Konstante bzw. auf 
Null reduzieren. Hieraus schließt man, daß nur die Hauptlösungen 
die eben angeführte Eigenschaft aufweisen. 


86. Asymptotische Entwicklungen. 


26. Läßt man in den Gleichungen (44*) und (45*) m unbegrenzt 
zunehmen, so sind die entstehenden unendlichen Potenzreihen in » im 
allgemeinen divergent, weil, wie sich später herausstellen wird, der Punkt 
@=0 eine wesentlich singuläre Stelle der Lösungen F(x|») und G (x|o) 
ist. Gleichwohl gewähren sie bei gehöriger Berücksichtigung des Rest- 
gliedes ein besonders vorteilhaftes Mittel zum Studium der Hauptlösun- 
gen, und zwar vor allem in zweifacher Hinsicht. Man kann nämlich 
aus ihnen das Verhalten der Hauptlösungen einmal für‘ sehr große Werte 
von x bei festem w, zum anderen für sehr kleine positive Werte von w 
bei festem x entnehmen. 

Setzen wir der Einfachheit halber A— 0 und zur Abkürzung 


(48) Pi) Se ne), 


v0 


(49) 3 [v6 dz ua BB, gen (2), 


v=1 
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so bekommen wir aus (44) und (45) 


Gelo)=P(z)- En. (-2)p® (+ w2)dz, 
10) 


& 


: re 
Fielo)=0le)- 7 JB. 2) (Ewa) de. 


0) 


Unseren Voraussetzungen zufolge konvergieren die Integrale auf 
der rechten Seite für wachsendes x gegen Null. Es wird also 


(50) Im [6 (|) — P(x)]=0, 
(51) in [F@|o) — 0@]=0, 


sodaß für zunehmendes x die Hauptlösungen durch die Ausdrücke P (x) 
und Q(x), d.h. die m bzw. m+-1 ersten Glieder der Entwicklungen (44) 
und (45), asymptotisch dargestellt werden. 


Aus (50) und (51) können wir aber auch Darstellungen von F(x|®) 
und G (x|w) für beliebiges x > b herleiten. Aus den beiden Gleichungen 
(2) und (3) folgt nämlich, wie schon in $ 2 angegeben, unmittelbar 


n—1 


F(&|o)=F(&+no)— o  p(«-+ so), 
s=0 


n—1 


G@|o)=(- 1" G@+no)+2 2, (-1ro(c-+so), 


s=0 


wobei n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Lassen wir 
nun in 


F(&|o)=Q(&+no)— od, plx H-so) + [F(e + no) —- O(x-+no)] 


n über jede Grenze wachsen, so ergibt sich 
n—\ 


(52) F(z|o)= lm [(O(@e+nw)— aD, px +so)] 


und ganz entsprechend 


(53) G(«|o) = lim [(- 1)" Pc +no) + 22, (- 1) p (& + so)], 


gleichmäßig in x > b. Diese Limesrelationen können auch durch andere, 
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in der Schreibweise verschiedene, im übrigen aber völlig gleichwertige 
Beziehungen ersetzt werden. Es ist z. B. 


er 


= ((x) — 05 [p(«+so) —- AQ(e+so)] 


und deshalb 

6) F@lo)=0@)- od pe +so)— A0R+sa)l. 
entsprechend ii 

(55) G@|o)- + (-1[p@+ so) - VP@+so)]- 


Diese Reihenentwicklungen für die Hauptlösungen konvergieren gleich- 
mäßig für z>b. 


Wenn man in den Gleichungen (44) und (45) h= 2 und 


2 
m-—1 * 
x = 2 v) > Sl 

(56) Pr(@)= N 2, Erg" E22) 

ee 

2 m 

57 *(g)= dz- = 
(87) 9* (x) Jr® ie (© 2) 
setzt, so findet man gleichmäßig für 2 >5b-- r 


je 3 


(589) Fa|o)=Q*a)— wo, [plc + so) — AQ*lk« + so)], 


s=0 
(59) G@|o)— Pa) +2), (-1)[p(® + so) — V P*(x-1 so)]. 
s=0 = 


27. Nunmehr gehen wir dazu über, das Verhalten der Haupt- 
lösungen für sehr kleine positive Werte von & zu untersuchen. Über 
die bisher der Funktion pP(x) auferlegten Bedingungen hinausgehend 
wollen wir dabei fordern, daß das Integral 


f pP (2) | dx 


einen Sinn hat. Man sieht unmittelbar, daß dann F (|) und G (x |) 


8 6. Asymptotische Entwicklungen. 59 


existieren und für & > 0 stetige Funktionen von w sind. Schreiben wir 
zur Abkürzung 


„m+1 
Ru+ı vs mi Dn (h >; 2) De (x SE @2) dz ? 


0 


so vermögen wir eine Konstante C mit 


[e.:} 


Ru l< Com) Ipm@+02)]ar<Cam||pm()}az 
v0 b 


zu ermitteln, sodaß also die Funktion | om R,„+.| für @ — 0 beschränkt 
bleibt und wegen 


die Gleichung 


s R 
lim Er ==; N) 
o—>0 [ 


gilt. Insbesondere wird daher für m—=1 


E73 
(60) lim F(x|o) = Sp (z)dz, 
o—>0 a 
wenn & durch positive Werte nach Null strebt, in Übereinstimmung 
mit dem früheren Ergebnis (19). Analog ergibt sich 


(61) iim G(@|0)= pl). 


Die Hauptlösungen besitzen also die bemerkenswerte Eigenschaft, 
daß sie sich immer einem Grenzwert nähern, wenn durch positive 
Werte nach Null absinkt, und zwar geht speziell die Summe von @ («) 
über in das Integral von p(x), also in die Lösung der aus der 
Differenzengleichng durch den Grenzübergang hervorgehenden Differential- 
gleichung. Für die von Guichard, Appell und Hurwitz betrachteten 
Lösungen trifft dies im allgemeinen nicht zu. 

Wenn die Funktion p(x) für x > b unbeschränkt difierenzierbar 
ist und das Integral 


Fien@)laz 


für alle hinreichend großen » konvergiert, dann stellen offenbar die 
Potenzreihen 


6) Fetholo)n [p@)ar+ NB,Mern@), 


v—1 


(63) Ge +ho|o)n SEN (h) 9” («) 
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die Funktionen auf der linken Seite für positive, sehr kleine Werte 
von » im Sinne von Poincare asymptotisch dar; sie lassen also mit 
beliebiger Annäherung erkennen, wie sich F(x|w) und G(x|®) für 
sehr kleine positive verhalten. 


28. Für die Restglieder der Reihenentwicklungen (62) und (63) 
kann man sehr scharfe Ungleichungen herleiten; wir beschränken uns 
darauf, im Falle »=0 für die erste Reihe einige der Hauptergeb- 
nisse anzuführen. Es sei g@m(x) für x > b stetig, die Reihe 


[e +2 
s=0 


für b<x <b+ w gleichmäßig konvergent und 


ine IR, 
>» 


Dann wird nach (45) 


% 


su 2» 
(64) F(x|o) - [e@ de 39 @)+ Day Bor PD (@) + Roms, 
a nn 1 


an 


: am+1 in N es 
Rym+ı (Am)! ER 2) pe" (x 7n @z)dz. 
0 
Für b 


2m 
(65) R 


ER DRERBE :, gem-1) (2) 


am 2m+tı | (2m)! am 


erhalten wir mit Hilfe des Darbouxschen Mittelwertsatzes, weil 
B,„(&) — B,,„ im Intervall O0<x=<1 das Zeichen nicht wechselt, 
und unter Benutzung der Relation (46*) die Gleichung 

am Ba 


=4 —Fem(+90|o). 


nu Ram SAT) 


am 
Dabei bezeichnet ® eine Zahl des Intervalls O<9®<1 undÄ eine kom- 
plexe Größe, deren absoluter Betrag höchstens gleich 1 ist. Wenn 
p(x) eine reelle Funktion der reellen Veränderlichen x ist, darf man 
den Faktor A fortlassen. 

Bei weitergehenden Annahmen über @ (x) kann die Abschätzung 
verfeinert werden. Ist z.B. pm) (x) für & > b nicht nur stetig, sondern 
auch positiv, so gilt 


N} 
ar Bin 


(67) dee u N) CEOTE gam—m (x) x — + o FR 4” 


Der Rest ist also, absolut genommen, kleiner als das letzte berück- 
sichtigte Glied der Reihe, die somit den Charakter der Pseudokonvergenz 
hat. Tragen wir das Ergebnis in (65) ein, so erhalten wir 
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2m 
(68) In =» te er (x) > 0<% Zu DN 


Hiernach hat der Rest dasselbe Zeichen wie das folgende Glied der Reihe. 

Falls für &>D die Ableitungen p®m-D (x) und pm+ı) (x) stetig 
und negativ sind und für &—oo monoton nach Null anwachsen, dann 
haben nach (68) R,, und R, „;.'= R,„., entgegengesetztes Zeichen, 
weil es bei B,,, und B,„;. 50 ist. Es muß also in (67) die Zahl & 
sogar im Intervall —1<9<0 gelegen sein, was nachher für (68) 
wiederum zu 0<®<1 führt. Der Rest ist also kleiner als das erste 
unterdrückte Reihenglied und vom selben Zeichen wie dieses Glied, 
während er entgegengesetztes Zeichen wie das letzte berücksichtigte 
Glied aufweist. 

Mit Hilfe einer Ungleichung von Tchebychef U) läßt sich schließlich, 
wenn alle unsere Voraussetzungen über @ (x) erfüllt sind, noch ein wesent- 
lich schärferes Ergebnis erzielen. Diese Tchebychefsche Ungleichung 
lautet: 


6-0) Sr@)e@)dz < Sf@)dz] gw)dr; 


f(x) und g(x) sind hierbei zwei Funktionen, von denen die eine im 
Intervall a <x< b wächst und die andere abnimmt. Man erhält 


DM Bon Ar \ a De x 
eng) < (1m Ran < (Dreyer) 
oder 

omB 2 A 1 


wodurch der Rest in noch engere Grenzen als in den früheren Un- 
gleichungen eingeschlossen wird. 
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29. Im vorletzten Paragrafen haben wir bewiesen, daß die Haupt- 
lösungen F(x|») und G(x|w) für «> b stetig sind und eine stetige 
Ableitung besitzen. Bedeutet x, > b eine beliebige feste Zahl, so ist 
es daher möglich, die Hauptlösungen im Intervall 9 <® <%,+® 
in trigonometrische Reihen zu entwickeln. Deren Koeffizienten lassen 
sich in einfacher Weise mit Hilfe der Funktion p(x) ausdrücken. Wir 
nehmen zunächst an, daß (x) für > b eine stetige Ableitung m-ter 
Ordnung (m > 1) aufweist und daß das Integral 


Fiom@)iaz 


1) Einen von Picard herrührenden Beweis dieser Ungleichung findet man 
in Hermites autografiertem Cours d’Analyse, 2° £d., Paris 1881/82. 
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konvergiert. Hierdurch ist die Existenz der Hauptlösungen und ihrer 
ersten Ableitungen gesichert. Nun setzen wir die Fouriersche Reihe 
für F(x|w) im Intervall , <2e<x,+ mw in der Gestalt 


- Dxnz . 2anz\ 
(70) Fe|o)—a,+2 (a,cos rn en ) 
n= 
an und betrachten das Integral 
to 
1 rt n. 
1 [Fr@lo)e oo "d=a, +tib,- 
% 


Da die früher eingeführte Funktion F(x|®;n) für „—0 gleichmäßig 
gegen F(xz|w) konvergiert, wird 
%otro %o+r® 
1 SRen, ER ’ ee 
—IFa@|o)eo "de=lim—|F(x|w;n)e oe "de. 
0 7n>0 = 
%o To 
Trägt man für die Funktion F(x|o;n) ihre gleichmäßig konvergente 
Reihenentwicklung (9) ein und integriert gliedweise, so entsteht 
fürn >1 
%ot+ro je) 
1 zusn z . f = - zn“ z 
a F(x|w)e e "de= —Iim |p(e)e"""T a "dx, 
2 


N 


wobei das letzte Integral zufolge unseren Voraussetzungen über @ (x) 
gewiß existiert. Damit sind für die Fourierschen Koeffizienten von 
F(x |) die Ausdrücke 


%ot+® E73 
(71) Rn [F« |o)dx = (x)d& (nach (18)), 
2 a 
(71*) a,—= — lim ei (x) e-n2 cos UrE gr, 
Bra: @ 
LEN) db, = — lim [per Veh 
7n>0 [07 


o 
gewonnen. 


Eine trigonometrische Reihe für G («| ©) im Intervalla=,<x<x, + 
bekommen wir jetzt am raschsten mit Hilfe der Beziehung 


G@|o)= AFl|20), 
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und zwar ergibt sich für , <z<2,+o 


(72) G(@|o)= I (a,,., cos EEE: n rer, 


n=0 
wobei 
(73) Eh m = lım [p@e cos @n+Ddax X, 
Sn 50 ı @ 
To 
Der Bene 
ad @ 


ist. Die Reihe (72) stellt jedoch nur in der einen Hälfte 2, <z<x2,+ 
ihres Periodizitätsintervalls x, —  <x <x,+ w die Funktion G (x |) 
dar, während sie in der anderen Hälfte 2, — ®<xz<zx, gleich 
— G(@ + w|o) ist. 

30. Die Integrale (71*) und (71**) sind fürn =0 im allgemeinen 
nicht konvergent. Es lassen sich jedoch aus ihnen andere, konvergente 
Integrale für die Fourierschen Koeffizienten herleiten. Setzen wir, um 
in den Integralen bequem Teilintegration anwenden zu können, 


[e >} 


23 
y, (x) = — [errtcos ent, w-ı(d)dt, VEzOR BEN, 


T 


& 


2.97 
(2) = — [ersin at, %(2)= — ar v—2,3,..., 
x 


z 


so folgt zunächst 


Hays 


rd en -f ent cos ER (24 1) 


n 
1 
SE DIN 

N | 0 

n n 

=; —nt he —nt, . 
= ge n2 Fa. > er cos -=* @-+b-+ +4,)dt,; 
5 al: n 0 win, 


woraus durch Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes 


(74) ce” 


für konstantes C und alle positiven 7 gewonnen werden kann. 
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Der Grenzübergang n—0 liefert nunmehr 


N N 
v 27 \ 
lim y, (x) = =) [rar = [neo +44. -+4)dt,, 
7n>0 6 Ö 
woraus schließlich die Limesbeziehungen 
B : ne 2aunz 
lim yar(®) = (+ 1) e =, ee 


7n>0 


‚ oa Narti We 
lim ys,+1 (2) = rs) Ki = 


n>0 = 


entspringen. Ganz entsprechend gelten für die Funktionen y,(x) eine 
Ungleichung der Form (74) und die Relationen 


5 v = = Mein 

ur Kar (x) m ( 1) e ) = 
’ 2>+1 

lim 29,41 (2) = (— 1)"*! e: ) 3 an 


n—>0 


an 


Wenden wir jetzt, wie beabsichtigt, auf die Integrale in (71*) 
und (71**) m-mal nacheinander Teilintegration an, so ergibt sich 


ENT 


- [pl (a)en2 cos rt gr 


m—i 


= N (17 a) vr) + msi [gm (=) ym () dr, 


v=0 zo 


— J px) e-n= sin ZUrE q, 


m—i1 e3 
= 3 (1799 (a) ara) + Yet! [pm (az (@)az. 


v=0 % 


Hierin bereitet der Grenzübergang „— 0 keine Schwierigkeiten mehr. 
Er führt zu den Formeln 


Dane 


ER. 2 9 
(75) Reg (%o) sin Pr + e N" 2 cos —a _ 


@ 2anı 
| 
(gan)" Pr m) costtrn 


Rs 


@ Mm ? 2 
(5) [ p" (x) cos _—- dx für gerades m, 


%o 
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m—i1 
[72 


+ (— TER 2 N ee .) sin — 


2ana, 


St D I“ f EN EDEN 
er tan, Je" @) sn —— dx für ungerades m, 


AR ER o \2 ERR ; 
(76) b == 2 P(x,) cos & _ ( =) P (a) sin TIL... 


3 
8 


- — m 2 
— (— 1)? ne [e (m) (x) sin —— dx für gerades m, 
To 


+1): ( < Ni GR D12,)cos ern 


+9 ° (2) [emo 


To 


DENE 
s 


dx für ungerades m. 


Um die Gültigkeit dieser Gleichungen zu sichern, braucht man nicht 


die Existenz des Integrals if om (xz)|dx zu fordern. Es genügt viel- 


mehr, zu verlangen, daß die auftretenden Integrale einen Sinn haben. 

Insbesondere liefern die Ausdrücke (75) und (76) Aussagen über 
das Verhalten der Fourierschen Koeffizienten a, und b, für sehr 
große n. Das erste Glied der rechten Seiten ist von der Größen- 


ordnung a die anderen Glieder hingegen haben niedrigere Größen- 


ordnung. Die Konvergenz der Fourierschen Reihe (70) beruht daher 
im allgemeinen auf dem Zeichenwechsel ihrer Glieder. Für absolute 
Konvergenz ist notwendig und hinreichend, daß das erste Glied rechts 
verschwindet, also p(x,) = 0 ist. 

Für die Koeffizienten «,,;, und f,,,+, der trigonometrischen 
Reihe für G(x|w) gelten ganz entsprechende Entwicklungen. 

Beispielsweise ergeben sich für die aus den Bernoullischen und 
Eulerschen Polynomen entspringenden, mit ihnen im Intervall O <x <1 
übereinstimmenden periodischen Funktionen B, (x) und E,(«) die trigono- 
metrischen Reihen 


(77) B» () er ee 
\ = y 2 2» +1)! sin? anx 
(77*) Byn(@)=(—1) , BETZ, 


(2 ie A! 


Nörlund, Differenzenrechnung. 
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\ — er w4(2v)! er ee ne 
(78) Eo, (x) ei 1) aar+1 2 On-+ er 
== $ v en cos (2n+1l)azx 
* Sue ; 
(78 ) Ey,-ı (x) | 1) 2 (2n+ 2er 


Für »>0 konvergieren diese Reihen absolut und gleichmäßig, hin- 
gegen sind für v„—0 die zweite und dritte Reihe in der Nähe der 
Punkte —=0,+1,+2,... nicht mehr gleichmäßig konvergent und 
stellen in diesen Punkten auch die Funktionen B, (x) bzw. E,(x) nicht 
mehr dar. Aus den obigen Relationen können wir z. B. die Gleichungen 


S— u 


(79) [Be, (2) — Ba, (@)] cota(z— @)dz 


. „2(2»)! — sin?aznz 
=(—]1) ( BR = 2 
BE 5 n“” 


i 
(79*) ai [Be,+1 (2) — Ba,;ı(@)] cotn(z — x)dz 
0] 


EN, ee Se 


(2: ae FE | rt 


hergeleitet werden, von denen die zweite für »—=0 zu 


: 1 cos?anz 
(80) I DE D<x<1 
N= 
führt. Ferner lassen sich mit Hilfe der angegebenen Reihendarstellungen 
die Summen der reziproken Potenzen der natürlichen Zahlen durch die 


Bernoullischen Zahlen und Polynome in folgender Weise ausdrücken: 


[e.>) 


81 SE - 2% ıyr @m”” 2 
(81) _ a. 2a)! 98 
1 
„+1 (2m)? 
(81) ER =(—1) dv Di, Ba,+1 (2) cot nz dz. 


n=1 
31. Tragen wir in die Fouriersche Reihe (70) die Werte (71) der 
Koeffizienten ein, so gewinnen wir die Gleichungen 
x RB [2 
(82) Fe&|o)= p(z)dz — PN lim Jra« 1200 - " (ex) dz 


5 nl 90 
a n=i % 
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und 


j8.0] 


(83) Gklo)-t N lim [v® eek Aa Peak 
n=0 N 


% 


welche für % <C<RX,T © richtig sind; setzen wir einmal x — ut; 


dann © —=x,, so erhalten wir unter Berücksichtigung der Tatsache, daß 
eine Fouriersche Reihe an einer Sprungstelle nach dem arithmetischen 
Mittel der Grenzwerte von rechts und links konvergiert, folgende Reihen, 
die für alle &> 5 angewandt werden können: 


no 


+ % [0 >} 
(84) Fi@e+2\o) - [P@ar-: N (— 1)” lim Spa + 210-1: cos Zur: a, 
\ Zu u ni UT 


je..) 
» 


(85) ee Nein p(x 4 2)e-n: En ,, 
\ - Se 7>0 i 10) 
c £ 2 
zZ h 1 27 zZ 
(86) F(x|w) = [v® dz — 20) — a lim [p@-+2e"cos £ = de, 
a n=1.N2>0 ß 


(87) G(=|®) HF lım [p@+2e-"cos an 1) ae 


© 
n=0 7>9 6 


5r* 
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Die Hauptlösungen im komplexen Gebiet. 


32. Im vorigen Kapitel haben wir die Hauptlösungen der Glei- 
chungen 


(1) NEE) 


(2) V6G(@)=gp(e) 
unter Beschränkung auf reelle Veränderliche x und positive Werte von 
& studiert. Die Funktion (x) hatte dabei gewisse, jedesmal aus- 
drücklich angegebene Bedingungen zu erfüllen. Von jetzt an wollen 
wir x und w als komplexe Veränderliche, 


z=0-+417=reir, oa=ge?r, 


die Funktion p(x) als analytische Funktion von x voraussetzen. Be- 
sonders die Untersuchung der Abhängigkeit der Hauptlösungen von & 
wird uns zu sehr bemerkenswerten Ergebnissen führen. 

Es sei d ein vom Nullpunkt ausstrahlender, die positive reelle Achse 
umschließender Winkelraum (Fig. 10) von beliebig kleiner Öffnung, be- 
grenzt von zwei unter spitzen Winkeln gegen 
die positive reelle Achse geneigten Halbgeraden. 
Wenn (x) im Inneren und auf dem Rande 
von ®, also insbesondere in einer kleinen Um- 
gebung des Nullpunkts, regulär ist und dort 
für genügend großes m gleichmäßig 

lim z’p m (2) = 0 
l2l>» 
gilt, dann lassen sich alle unsere früheren, auf 
die Eulersche und Boolesche Summenformel 
gestützten Überlegungen einfach übertragen. 
Man erkennt, daß die Summe F(x|®) und die Wechselsumme G (x |®) 


von p(x) für alle Werte von x und & in ® existieren und daselbst 
reguläre Funktionen von x und & sind. 
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33. Im gegenwärtigen Falle komplexer Veränderlicher und Funk- 
tionen ist es angemessen, andere Hilfsmittel als früher heranzuziehen 
und vor allem das mächtige Werkzeug der komplexen Integration zu 
benutzen. Hierbei machen wir zunächst nacheinander wesentlich drei 
verschiedene Annahmen über die Funktion (®). 


Erstens soll p(x) im Inneren und auf dem Rande des oben er- 
wähnten Winkelraums 9 regulär sein und dort bei beliebig kleinem 
festen‘ e> 0 gleichmäßig die Relation 
(3) lm (2) e:21— 0 

|«|>» 
bestehen. Dann konvergieren, falls x und » dem Winkel # ange- 
hören, die Reihen 


(4) 2 PX (x + s@) e @rs0) 
s=0 

(5) Are 1) m) (x + s ©) en (&+so) 
s=0 


gleichmäßig für jedes positive 7. Wie verhalten sie sich bei n—0? 
Zur Untersuchung dieser Frage nehmen wir an, daß x und ® im 
Inneren von ® gelegen sind. Vermöge der Tatsache, daß für ganz- 
zahlige Werte s von x die Funktion zcotnx das Residuum 1, die 


Funktion —— das Residuum (— 1)’ aufweist, können wir dann die 
sınzz y h 


Abschnitte der Reihen (4) und (5) durch komplexe Integrale ausdrücken: 


re x -+sw)e- n(+s0) — Zi x + wz)e -n(@+o2) ncotızdz, 


Di 
s=0 
2 1 Er 
D-Ipl@+ so) ereta— | pletanerreten 
s=0 [6} 


C ist dabei eine bis auf ein kleines Stück links vom Nullpunkt im 
Inneren von ® verlaufende, die Punkte 0,1,2,..., p umschließende 
Integrationskurve (Fig. 11) von solcher Beschaffenheit, daB x + oz in d 
liegt, wenn z die Kurve C durchläuft. Lassen wir ® bei festem n > 0 
unendlich zunehmen, so ergeben sich die Gleichungen 


(6) Sol plc + sw)erT@rie) — a [v« + wz)eı@te2)ncotnzdz, 
ul. 


cı 


2 dz 
M). D&(-V’p@+so)e er. [p(e Eee 


s=0 Cı 
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C, ist ein Schleifenweg (Fig. 12), der den Nullpunkt umschlingt und 
sich geradlinig parallel zur positiven reellen Achse oberhalb und unter- 
halb von dieser ins Unendliche erstreckt. Die geradlinigen Stücke 
wollen wir jetzt von der reellen Achse wegklappen und den Schleifen- 
weg in einen anderen Integrationsweg C, (Fig. 13) abändern, der aus 
zwei von einem Punkte « ein wenig links vom Nullpunkt ausgehenden 


Fig. 11. Fig. 12. 


Halbgeraden «ß'oo und «ß”oo besteht, die gegen die positive reelle 
Achse so wenig geneigt sind, daß x + ®z in Ö bleibt, wenn zaufC, 
wandert. Zuvor schreiben wir im Integral (6) auf dem oberen Teile 
des Schleifenwegs C, 


und auf dem unteren 


cot = bus - 

‚OL 72 = = = 
> ur: > 
2 gerri: 1 


2i 


wobei die ersten Bestandteile rechts zu 

Fig. 13. einem Integral über die positive reelle 

Achse Veranlassung geben. Der für die 

entstehenden Integrale über C, statthafte Grenzübergang n—0 führt 
zu den Gleichungen 


s 


na 


(8) Gela)=Sp@Vr=i[p@+ 02) 
R 


o 


x x+ao 
. Ö 5 
(9) Fa@lo)=Sr@A:= [plate (MeHa: 
a @ r a De 
a aß'x 
+ o A ES 
l=e0, 


aß'x 
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von denen sich die zweite für 


“ 
— [p(e)dz 
a 
vermöge Teilintegration auch in der übersichtlicheren Gestalt 
® 
(10) Fe|o)= SpP@)Ar=z- au. H wz) el dz 
a © 


schreiben läßt. Hiermit ist, da die angegebenen Ausdrücke für Summe 
und Wechselsumme gleichmäßig für alle x und in ® konvergieren, die 
Existenz der Hauptlösungen bewiesen und gleichzeitig gezeigt, daß 
F(x|o) und G(x|w) analytische, im Inneren des Winkels ® reguläre 
Funktionen von x und ® sind. Dies braucht nicht mehr der Fall zu 
sein, wenn die Bedingung (3) nicht erfüllt ist. Nehmen wir an, um 
hiervon eine Vorstellung zu bekommen, daß p(x) im Inneren eines 
Winkels ©, der ® umschließt, regulär und in © für ein gewisses 
positives konstantes k gleichmäßig 
(11) lim p(x)e*+«!—=0 

|2]>» 
sei, so bestehen die Gleichungen (8) und (10) wohl für alle x im Inneren 
von © und alle » im Inneren von %; läßt man aber ® aus dem Winkel # 
in den umschließenden Winkel © herauswandern, so bleiben die Inte- 
grale (8) und (10) nur dann gewiß konvergent, wenn der absolute 
Betrag von m» genügend klein ist. Die Hauptlösungen sind also für 
Werte von x in © nur in einer gewissen, ganz im Inneren von © ge- 
legenen Umgebung des Punktes ® = O0 sicher regulär, während sie im 
allgemeinen für gewisse weiter vom Nullpunkt abgelegene, dem Winkel © 
angehörige Werte von & singuläre Stellen aufweisen. 


34. Zweitens sei die Funktion (x) in einer Halbebene o 2b re 
gulär, außerdem sei bei konstantem positiven C und k und beliebig 
kleinem &>0 

| p (x) | = Cek+sa|e| 


für alle x in der Halbebene, 


für alle x in einem der Halbebene eingebetteten, die reelle Achse um- 
schließenden und von zwei Parallelen zu ihr begrenzten Halbstreifen. 
Ferner soll w positiv sein. Dann konvergieren für alle x im Inneren der 
Halbebene die Reihen (4) und (5), und auch die Gleichungen (6) und 
(7) bestehen fort. Um die geradlinigen Stücke des Schleifenwegs C, 
aufklappen zu können, bemerken wir, daß man nach einem bekannten 
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Phragmen-Lindelöfschen Satze eine Konstante 'M derart zu finden ver- 


mag, daß für ssin|v|>ö6 (6 >0), ?I<Z 


1? ye+oy | x M ee+ (ko—x) sin |v|) 


| sin 72 


Fr 23 
gilt. Wenn daher im Integral (7) ® < - und im Integral (6) » < — 


ist, läßt sich C, durch eine Parallele o—=« zur imaginären Achse ersetzen, 
wobei, wie im folgenden immer, « eine reelle Zahl aus dem Intervall 
—1<«<0O bedeutet. Man darf auch die imaginäre Achse selbst 
nehmen, wofern der Punkt z= 0 durch einen kleinen Kreisbogen ver- 
mieden wird, dessen Radius man nachher gegen Null streben lassen kann. 
So kommen wir für oc >b— «w bzw. o>bunda>b zu den Gleichungen 


a+in 
(12) Gel): pet Bel, m 
a—iR 
z+tao ot a-io j 
a) Falo)-[o@)art+o [Terart+ 0 (Berta 
—— = na = 
a a a = 2x 
: o+in dan > = 
dA, meE(e\o)= | er dz 
a-in 
and 
(12*) G(&|o)= p(«) + il IR ER ae, 
e” -—B 
0) 
x 2 2 
(13% Fi&|o) - (poaz pP @)- io | user ee zteN dt, 
J - ’ 1—e” 
(14*) F(«|o)= fi: 2) 5 la "fatiod+f@-ioN—2fle '& 
J Fr a ö 
Nimmt man in den ersten drei Formeln insbesondere = — 1 


[57 


und ersetzt gleichzeitig & durch x > so ‚entsteht für o>b 


DER | dz 
(12®*) Ga +2 


®) )=-i(v@ +02 


-{8 


cos az 


Re: >| PR H+ie)+Pp(e—imi) di, 


a et 
0 
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x © j n 
13") Fiat 20) [pldar tin | 2eHed-reziad z, 
\ 2 let ana 
) 


a 


\COS ITZ 


(10) F(e+ 20) = [re +02) 4: 


— in 


anf eretteten, 


Diese Integraldarstellungen lassen erkennen, daß G (|) und F(x|w) 


für 0O<owo< = bzw. 0O<w< en in der Halbebene 6 > b reguläre 


analytische Funktionen sind. Daß dies für andere » nicht mehr not- 
wendigerweise zutrifft, lehrt schon das einfache Beispiel 

Elze) ie, k=1. 
Durch Anwendung der Summenformel für die geometrische Reihe 
finden wir nämlich unmittelbar 


- et 
Sr RT 
To 
= [77] 1-+e 
= 
Sei Az = R) — wei? 
[0] vet 


0 
sodaß die Hauptlösungen für o=+(2s—1)r bw. o=-+2sn 
(s eine positive ganze Zahl) Pole erster Ordnung aufweisen. Übrigens 
kann aus den letzten beiden Formeln durch Trennung von Reellem und 
Imaginärem leicht die Wechselsumme und die Summe der trigonometri- 
schen Funktionen hergeleitet werden, und zwar bekommt man 


t Pi) 
S cosSsXx x I = ee E 
5 2 cos — 
2 
; ( 2) 
sim a — 
: 2 
AsnzVe=— et 
2) cos — 
2 
% A ( x) 
sinl\2-— 
S [70] 2 
cos = — 2 
2N2 3 Fer 
0 [07 sin 


% 

& ” 
SsnzAz=-5 BR, 
P17 

2 
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35. Drittens soll p(x) eine ganze Funktion mit 
Ip@al< ce“! 


für alle & bei beliebig kleinem positiven e und konstantem C sein. 
Dann behalten die jetzt offenbar für alle x gültigen Gleichungen 
+40 


(12) G(«| o)=i [ Pe +02) ar 


(14) F@|o)-5;] f(« 02) (2) dz 


ihren Sinn, wenn wir nicht mehr, wie es bei der Herleitung geschah, 
& als positiv voraussetzen, sondern ganz beliebig komplex annehmen. 
Im gegenwärtigen Falle existieren also die Hauptlösungen in der 
ganzen &-Ebene und sind ganze Funktionen in beiden Veränderlichen x 
und &. Diese Tatsache ermöglicht die Herleitung eines Satzes, welcher 
eine Verallgemeinerung des früher bei den Bernoullischen und Euler- 
schen Polynomen aufgetretenen und auch bei der Gammafunktion 
wohlbekannten Ergänzungssatzes darstellt, dessen Analogon uns bisher 
noch fehlte. Ersetzt man in den Integralen (12) und (14) ® durch — 
und gleichzeitig z durch —1— z, so erhält man zunächst 


a+in 
G(&| — ®) )=i[p@+o+o2) er 
a—ix 
a+ix 
er Fräkie +0+ 02 (4 ) dz 
a—i® 


und durch Vergleich mit (12) und (14) dann weiter 
(15) G® —-o|-o)=G(x|o), 
(16) F& —- o|—-o)=F(x|o). 


Diese beiden Formeln drücken unter unseren gegenwärtigen Voraus- 
setzungen bereits den gewünschten Ergänzungssatz der Hauptlösungen 
aus. Für den Sonderfall der Bernoullischen und Eulerschen Polynome ist 
es nicht schwer, von den Gleichungen (15) und (16) aus zu der früheren 
Form des Ergänzungssatzes in Kap. 2, $ 1 und 2 zu gelangen (vgl. 
auch Kap. 5, $ 1); allgemein halten wir fest, daß der Ergänzungssatz die 
Haußtlösungen mit den Spannen und — w miteinander verknüpft. 

Sprechen wir die Beziehungen (15) und (16) in der Fassung aus, 


daß G(r-+$ 


o) und F (+ *|o) gerade Funktionen von ® sind, 
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so bietet sich noch ein anderer Weg zur Bestätigung dar, indem man 
zunächst Integraldarstellungen für die Bernoullischen und Eulerschen 
Polynome und Zahlen aufstellt. Diese Polynome sind ja Hauptlösungen, 
und wir können aus den Formeln (12) und (14) für ole)= wer und 
© = 1 entnehmen: 


Baia a [ (x + 2 el dz, 


\sinsz 


insonderheit fürrz=0 und r— 


WA 


Cart We 


| B \az, 


1 > N? 
Dj: (=) dz. 
co > 


Weitere Integralformeln ergeben sich aus (dam (1a (12**), 
KLAR): 


© 
2”+1 
sprenzs; x dx 
Cos+1= (1) | R > 


T% 
Br 
1) S 9 
22 29 
Ev 
\v+1 x dx 
B,=(—1) "| nee 
0 
v 
vi 2°’ de 
E,—=(—1) 
DO 
[e.] 
er RAR 
Ds, = (— 1) al „AX 2 
o ch? —. 


wobei shx und ch den hyperbolischen Sinus und Kosinus von x bedeuten. 
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Entwickelt man nun die Funktionen p(x + oz) und f(x — @z) 
nach dem Taylorschen Satz und integriert gliedweise, so läßt sich aus 
den entstehenden, mittels einfacher Abschätzungen als beständig kon- 
vergent zu erweisenden Potenzreihen in & 


T 


(17) F(x |) — [p« )dz = Zy@)+ -Yorg EDIK le Ye); 


a 


zT [. 
7 («+2 0) — [r@4z + Dre un (x), 
ö a v=i 


(2»)! 
| 2 C2,-1 a 
(18) G(2!o) = pk«)+ Nor-ı NEE ger-D(z), 
v=i 
(4 Q% [ o \ r & Es, en f N 
18”) G[«+°|o) A ni 


[0) \ 


/ { \ 
in der Tat das behauptete gerade Verhalten von F «+ = &)| und 


ce+3| 
2 
ablesen. 
Was wird aus diesen Reihenentwicklungen und dem Ergänzungs- 
satz, wenn die Funktion p(x) keine ganze Funktion mit der Wachs- 
tumsbeschränkung |@(x)| < Ce°!*| mehr ist? Oder allgemeiner: Was 
geschieht mit den Hauptlösungen, wenn wir & frei in der komplexen 
Ebene variieren lassen? Das ist die wichtige Frage, deren Beantwortung 
wir uns nach einigen jetzt folgenden Vorbetrachtungen im übernächsten 
Paragrafen zuwenden wollen. 


& 


o) als Funktionen von ® und damit der Ergänzungssatz 


S 2. Verallgemeinerungen. Wachstum und Summierbarkeit 
der Hauptlösungen. 


36. Um der Funktion @(x) weniger einschränkende Bedingungen 
als bisher auferlegen zu können, ziehen wir die schon in Kapitel 3,8 1 
eingeführte Funktion 


A(&) = xPlogex, p21,92>20 
heran, mit deren Hilfe wir in vielen Fällen die Konvergenz der Ausdrücke 


(19) Fix | ©; n) == f p(2)e-"r@ dz Se DPM, (x L s@)e-"ka+tso) 
ad 


s=0 


(20) G@lo;n)=2 De 1)’ p(x + sw)erni@teo) 
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erzwingen und dann durch den Grenzübergang n—0 zu den Haupt- 
lösungen gelangen können. Zunächst läßt sich nachweisen, daß man in 
den bisherigen Fällen bei Verwendung der Funktion /(x) zu denselben 
Lösungen kommt wie früher. Aber die neue Methode trägt weiter. 

Beispielsweise möge wie bei der Annahme in 34. die Funktion (x) 
in einer Halbebene o > b regulär und daselbst 


|p(®) | — Cek+talz|, 


aber nicht mehr wie früher notwendigerweise in einem Halbstreifen um 
die reelle Achse |p(x)| < Ce°!®| sein. Dann konvergieren möglicher- 
weise die Reihen (4) und (5) für keinen positiven Wert von &. Hin- 
gegen sind die Ausdrücke (19) und (20) bei > 1; oder bei $p=1, 
q>0 für jedes positive m konvergent. Setzen wir = oei® und 
TC 

2p’ 
früheren Schlüssen zunächst durch Schleifenintegrale über den Weg > 
nachher durch Integrale über den Weg C, darstellen, vorausgesetzt, 
daß die geradlinigen Stücke von C, mit der positiven reellen Achse 


nehmen |y| < o>b an, so können wir sie entsprechend den 


Winkel von kleinerem Absolutbetrage als 3: — |yp| bilden. In diesen 
Integralen ist für genügend kleines o der Grenzübergang 7 —0 statthaft 
und führt zu einem von 4(x) unabhängigen Grenzwert. So gewinnt 
man wieder die Integrale (8) und (10). In ihnen können schließlich 
die geradlinigen Stücke von C, so weit gedreht werden, bis sie mit 
der positiven reellen Achse die Winkel + © 5 w)) bilden BeDaneı 


sind die Integrale konvergent, wenn »& den Bedingungen 


05 — cos für (10) w Ebene 


bzw. 


»|a 


e< — COS für (8) 0 

genügt. 

Damit ist die Existenz der Grenzwerte von (19) und 
(20) gezeigt. Diese sind zudem unabhängig von der be- 
sonderen Wahl von A (x); nur müssen p und q genügend Fig. 14. 
groß gewählt werden, um die Konvergenz von (19) und 
(20) zu sichern. Die hierdurch definierten Hauptlösungen F (|) und 
G (x!) sind analytische Funktionen von x und @, welche in der Halb- 
ebene o>b und für Werte von w im Innern eines Kreises vom 


Radius * um den Punkt = (Fig. 14) bzw. vom Radius 5, um den 


Punkt >, regulär sind. Wenn & aus diesen Kreisen herauswandert, 
R 


brauchen die Integrale nicht mehr konvergent zu sein, sodaß wir dann 
über F(x|w) und G(& |) vorläufig nichts aussagen können. 
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37. Insbesondere stößt man für positives & wieder auf die Glei- 
chungen 


a+hn 
R d F 
Geo) =i|p@ +02) 0<o<-, 
—ÄR 
ee \2 > 
Jc ri = 4 
F@o)-5,jfe+o)() dr 0<o<Z. 
a-in 


Aus ihnen schließen wir unter Benutzung des Majorantenwertes für (x), 
daß für festes » in der Halbene > b bei konstantem C, und C, 
die Abschätzungen 


(21) IG(@|o)|< Ce Hall, 0<o<-, 
23 
(22) IAt<lo)) 22 @7ereaeer; 0<o<z, 


bestehen, daß also die Hauptlösungen denselben Wachstumsbeschrän- 
kungen unterliegen wie die Funktion p(x) selbst. Diese Eigenschaft 
ist charakteristisch für die Hauptlösungen. Denn eine periodische 
Funktion n(x) mit der Periode », die in einer Halbebene und dem- 
nach für alle x regulär ist und einer Ungleichung 
Ia@|<Czewtall, 0<o<”, 

genügt, muß sich auf eine Konstante reduzieren. Ähnlich ist eine 
Funktion p(x) mit p@+o)= —p(x), die in einer Halbebene und 
somit für alle x regulär ist und für die 


\ple)] < C,H ta 0 ca ns 
gilt, wegen p(@-+2@)=p(x) eine Konstante, und zwar wegen 
p(@-+-o)= —p(x) Null. 

Wir können also die Hauptlösungen F(x|®) und G(xz|®) der 
Gleichungen (1) und (2) so kennzeichnen: F(x|®) und G(xz|®) sind 
regulär im Streifen b<o<b+ m und dort für jeden festen Wert 


von aus dem Intervalle O<w-< ai bzw. O0 <o< T und für be- 


liebig kleines & den Bedingungen (22) bzw. (21) unterworfen. Jede andere 
Lösung mit denselben Eigenschaften wie F(&|&) unterscheidet sich 
von F(x|®) um eine Konstante, während G (x!) eindeutig bestimmt 
ist. Unter allen regulären Lösungen sind also die Hauptlösungen die 
von kleinstem Wachstum in bezug auf x. 
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” 


38. Die Ungleichungen (21) und (22) lehren, daß die Haupt- 
lösungen summierbar sind, daß also die Grenzwerte 


Sc@lo)V. 


und 


SF@|o) Aa 


existieren. Daher kann man auf die Funktionen G (x|w) und F(x|w) 
unsere Summationsoperationen beliebig oft nacheinander anwenden und 
so zu immer neuen Transzendenten aufsteigen (vgl. Kap. 7). Auch 
diese Eigenschaft kommt nur den Hauptlösungen zu. Denn wenn 
p(& + @)= — p(x) ist, erhalten wir 


2 SC Nrpfa + sa)erntn m auller Derme 


Der letzte Ausdruck nimmt für n„—0 außer bei p(x=) = 0 unbegrenzt 
zu; die Funktion p(x) ist also nicht wechselsummierbar. Ähnlich ist 
eine periodische Funktion z (2) nur dann summierbar, wenn z(x) eine 
Konstante ist. Lediglich die beiden Hauptlösungen sind demnach sum- 
mierbare Funktionen (jede in ihrer Art), während jede andere Lösung 
nicht summierbar ıst. Dieser Satz ist besonders wichtig. Will man 
nämlich eine nichtlineare Differenzengleichung auflösen, so muß man 
im allgemeinen eine Methode der sukzessiven Approximationen be- 
nutzen, bei der man jede neue Annäherungsfunktion aus der vorher- 
gehenden durch Auflösung einer Gleichung von der Form (1) erhält. 
Dabei konvergiert das Approximationsverfahren dann und nur dann, 
wenn man als Annäherungsfunktion stets die Hauptlösung nimmt. 


39. Jetzt wollen wir für F(x |) eine Fouriersche Reihe aufstellen. 
Hierzu tragen wir in den über den Schleifenweg C, genommenen 
Integrälausdruck für F(x|w;), der bis auf die neu auftretende Funk- 
tion A(z) mit (6) übereinstimmt, die Entwicklungen 


m 
2nimz 
1 


ee ) e?=inz - RA Fan 
1 grgriz I ea RAR 


n=1 


auf dem oberen und 
en I: —_2 win? = ——_—n 
‚ariz wu _ g7V2 


auf dem unteren Teile von A ein. Nachher ändern wir wie früher 


—; 


ir in. = und 6 > b— «wo den Integrationsweg ab, führen 7 nach 


Null und deformieren den Integrationsweg nochmals. Dann finden wir 
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z+ao0 


an 
Dan 
(23) Fe|o)= j (Q)dr_ 2” Iim | r@ =nkk) cos-— „ @-»)dz+R, 
n= 70, Er 
mit a+i» a-—in er 
2rtimz —2rimz 
0 U eich 9 (+ w)e 
R„= |? er dzeT@|\ 1 e?*i dz. 
& & 


Wenn m unbegrenzt zunimmt, strebt R,„ nach Null. Setzen wir 
%=2+uaw und sei etwa A(2)=z?, so ist damit die Fouriersche 
Reihe für F(x|o) 


an . 2 anz\ 


(24) F@lo)=0+22 (a, cos #49, sin =) 
n= 


mit den Koeffizienten 


T, 
(25) PP — 5 p(2)dz, 
(25*) a,— — lim |r@« 122 cos U 2, 
70 
[0] 
(25**) b,= — lim | p(z)e”"* sin —. dz 
aue 


BEN RRSEN, > gilt bei beliebigem x, in der Halbebene R(x,) > b 
für OÖ rer Be 1 


Für BE Anwendungen ist es oft bequemer, andere Darstellungen 
für die Koeffizienten zu benutzen. Wenn man (24) in der Form 


% e) 
2an 
= [p(e)dz N (ab cos — (x x) — 2) 
a u! 


schreibt, ergeben sich für die Koeffizienten durch zweimalige Ab- 
änderung der Integrationswege die Ausdrücke 


x 2ıunz 


’ 1 : , 7 
n— |[p(& + iz) pl —iz)le © da, 


0 


Sanz 


= —- [po +i2)+p& izle ® dr. 
0 


Für «= — 3 bzw. @&—0 und A(z)=z° gewinnt man aus (23) Aus- 
drücke für F (<+ > Io) und F(x|®), durch gliedweise Subtraktion 
dieser beiden dann für G(x|w). Sie stimmen für m—co mit den 


Entwicklungen (84), (86) und (87) aus Kapitel 3, & 7 überein und sind 
in der Halbebene 6 > b konvergent. 
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8 3. Analytische Fortsetzung der Hauptlösungen. 


40. Die bereits am Schlusse von $1 angekündigte analytische 
Fortsetzung der Hauptlösungen über den ursprünglichen Definitions- 
bereich hinsichtlich x und w hinaus wollen wir unter zwei einfachen, aber 
doch bereits zu bemerkenswerten Ergebnissen führenden Voraussetzun- 
gen über @(x) studieren. 

Erstens nehmen wir an, daß PX) eine ganze Funktion von x ist, 
bei der für beliebig kleines positives e und konstantes C die Ungleichung 


|B@)| < Cewtöle! 


erfüllt ist, während dies für kein negatives e mehr zutrifft. Die Haupt: 
lösungen G (x|o) und F(x|w) sind dann, wie aus den Integralen (12) 
und (14) hervorgeht, regulär für alle endlichen x und für die Werte 
2 
nt 
Werte von m besitzen sie, was sich ganz wie früher ergibt, einen Er- 
gänzungssatz 


von m im Innern der Kreise |» | = z bzw. |o|= Für | diese 


G@-o|l-o)=G(k|o), |o|<-, 


Fe —-o|—-o)=F(«lo), af 


und Potenzreihenentwicklungen in & von der Form (17), (17*), (18) 
und (18*). Von diesen haben infolge unserer Voraussetzung über 9 (x) 
nach dem Cauchy-Hadamardschen Kriterium die erste und zweite den 


2 2 £ 2 3 : 
Konvergenzradius . die dritte und vierte den Konvergenzradius — 


: 2 5 5 ; “ 
Auf den Kreisen |» | — e- und |w| = z muß also je ein singulärer 


Punkt der Funktionen G (x|w) bzw. F(x|w) gelegen sein; es kann sogar 
vorkommen, daß die Kreise singuläre Linien in der w-Ebene bilden. 

Als Beispiel betrachten wir für beliebiges komplexes $ die Funk- 
tion 9 (x) = ef®. Aus den Integralen (12) und (14) bekommt man durch 
Verschiebung des Integrationswegs um 1 nach rechts unter Beachtung 
des Cauchyschen Integralsatzes 


Zeß® 


IT 

ß a EU ae 

er are en 

PA 

> i 1 Ir 

ß% a 2 

Se Bee. else 
Demnach sind G (x | o) und F (x | ©) meromorfe Funktionen von ® mit 
5 (2s—1)ai 5 Sa 
einfachen Polen in den Punkten = +: Fi bzw. == IB 


(s eine positive ganze Zahl), also insbesondere mit je einem Pol auf 
6 


Nörlund, Differenzenrechnung. 
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dem Konvergenzkreise der oben erwähnten Potenzreihenentwicklungen 
ino. Für ß= +1 gewinnt man leicht Summe und Wechselsumme 
der hyperbolischen Funktionen. 

41. Zweitens wollen wir singuläre Stellen von p(x) im Endlichen 
zulassen. Dann werden die Verhältnisse ganz anders. Es möge etwa 
(x) eindeutig sein, im Endlichen eine endliche Anzahl singulärer 
Stellen $, (v=1,2,..., n) aufweisen und für hinreichend große Werte 
von =, d.h. außerhalb eines Kreises von genügend großem Radius, 
der Wachstumsbeschränkung 


Ira <ermi 
unterworfen sein. Weil es nur endlich viele singuläre Stellen von @(z) 


gibt, lassen sich zwei reelle Zahlen 5 und 5 derart ausfindig machen, 


daß p(x) für o>b und für o<b regulär is. Dann gelten in der 
Halbebene o > 5b die Integraldarstellungen 


a+T® 


F d 2 
(26) elo)=i|p@ +09, 0<o<7, 
a—-in 
a+in 
ee)  Falo)=5u|reton (an 0<a< 
Yai sinn) 2 de 5 
a—in 


Nun seien c,, €, C,, c, die durch folgende Ungleichungen charak- 
terisierten Halbkreise in der &-Ebene (Fig. 15): 


a) Pa —, ce: R(o) <0, 0<jo|<-, 
2; © , . 7% 23 
—, 4: Ro) <0, O<|wo|l< 


Fig. 15. Fig. 16. 


Dann kann man erreichen, daß die Integralausdrücke, solange x in 
o> b liegt, für alle ® in c, bzw. c, in Kraft bleiben. Man braucht 
nur den Integrationsweg so abzuändern, wie es die Fig. 16 andeutet, 
und die geradlinigen Stücke parallel der reellen Achse genügend 
nahe an dieser und hinreichend lang zu nehmen. Hieraus geht her- 


u ULLUELUULUUUDTTUULUUTTTTT LU 
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vor, daß G(«|w) und F(x|w) für die angegebenen Werte von & 
und & reguläre Funktionen sind. Solange » im Inneren von €, bzwie, 
liegt, können wir auch die analytische Fortsetzung von G (x («\o) dd 
F(&x|o) über die Halbebene o>b hinaus in einfacher Weise be- 
werkstelligen. Dazu wählen wir in den bereits in Kapitel 3, $2 und 
$ 6 benutzten Beziehungen 
m—1 
(«|o) = (-1r 6 @+mo|o) +2), (-1rp(&-+ so), 
s=0 


m—1 


F(x|o) = F(x + mo|o) — 0), p(®+so) 


die Zahl m so groß, daß 2-- mw in die Halbebene 0 > b rückt und 
daher das erste Glied rechts je eine reguläre, durch Integrale der 
Gestalt (26) und (27) darstellbare Funktion wird. Es sind also G (« |®) 
und F(x|w) für Werte von » im Inneren von c, bzw. c, eindeutige 
Funktionen von x und ®. In der x-Ebene Beten sie bei festem & 
die singulären Stellen 
re Er wege), 
en 


welche auf Halbgeraden von den Punkten 5, aus nach links im Ab- 
stande |w| voneinander liegen, und im übrigen sind sie regulär. Hält 
man hingegen ein von den ß, verschiedenes x fest, so bekommt man 
die singulären Punkte in der &-Ebene durch 


BP®— x Me 
(1 ee . 
v2 ao 


Sie befinden sich demnach auf Radienvektoren aus dem Nullpunkte, 
welche wir die singulären Vektoren nennen, und häufen sich auf 
diesen nach dem Nullpunkte zu. Der Punkt =0 ist also eine 
wesentlich singuläre Stelle der Hauptlösungen. In der Umgebung der 
singulären Stelle —=ß,— sw in der x-Ebene sind G(x|w) und 
F(x|o) von der Form 


G@lo)=2(-1 P(@+ so) +v@lo), 
F&elo))= —-op(e-+so)+x(|o); 
wobei sich w(x|o) und 4(2|®) im Punkte = = ß, — so regulär ver- 
halten. Insbesondere ist daher der prinzipale Teil von F(x|w) in 
allen Punkten x= ß, — sw derselbe. Wenn zwei oder mehrere 
singuläre Stellen zusammenrücken, lassen sich die letzten Überlegungen 
leicht entsprechend abändern. 


42. Bisher ist o noch auf den Halbkreis c, bzw. c, beschränkt. 


Um uns hiervon freizumachen, ziehen wir eine andere Fortsetzungs- 
6* 
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methode heran, die uns auch sonst viele wertvolle Aufschlüsse liefern 
wird. Wir führen die Untersuchung zunächst für die Funktion G (z|®) 
durch, die, wie sich herausstellt, von einfacherer Natur als F(x|o) 
ist. Die Integraldarstellung (26) kann in der Gestalt 


staw0+ion 


(28) G(x|o) =-[p (z) a Vene = \ 


7 (@-2) 


a sin 
stamw— won o® 


geschrieben werden. Lassen wir x auf einer Parallelen zur reellen 
Achse, die keinen der singulären Punkte f, trifft, nach links wandern, 
so verschiebt sich auch die Integrationslinie 

nach links. Wenn wir mit ihr an einen der 

Punkte $, kommen, so buchten wir sie zunächst 

oß, Ay? nach rechts hin aus. Wollen wir diese Aus- 
buchtung nach rechts durch eine nach links 
hin ersetzen, wodurch wir die Integrationslinie 
über den Punkt f, hinweggebracht hätten, so 


PR e müssen wir offenbar das Integral über einen 
kleinen Vollkreis um ß,, d. h. das 2xi-fache 

Residuum des Integranden im Punkt /,, hinzu- 

Bier 17. addieren. Ist x in der Halbebene o<b an- 


gelangt, so hat also G(x|w) die Form 


ztaw +iox 


2) Cal) -- LM +5 jr@ — 


dz 


ee; . % 
la (@— 2) T+tam— im» sin — (@ — x) 
angenommen. Dabei haben wir die Cauchysche Schreibweise P[(g(z)]y(z) 
für die Residuensumme von p(z)y(z) in bezug auf die singulären 
Stellen von p(z) angewandt. Setzen wir 


20) Bel) - EL, 
0) sin E un 


so können wir kürzer 
a+in 


81) Gek|o)= Pe@lo)+ilpe u 0), 0<o< = o<b, 
a—Txo 
schreiben. Das Integral rechts stellt eine für 6 <b und Werte von 
© in c, reguläre Funktion dar. Für diese x und ® weist daher 
G(&|®) dieselben singulären Punkte wie P(x |®) auf. B(x|w) ist aber 
nach (30) offenbar eine eindeutige periodische Funktion von x mit der 
Periode 2@. Sie ist festgelegt, sobald wir die prinzipalen Teile von (x) 
in den Punkten ß, kennen, genügt den Relationen | 


Be+olo)= Bela), Belo)-Bel-o) 


83. Analytische Fortsetzung der Hauptlösungen. 85 
und besitzt die singulären Stellen 


2=ß,+so &=0,1,2,.) 


von leicht übersehbarer Natur. Sind z.B. die ß 


„ einfache Pole von 
p(z) mit den Residuen B,, so wird 


(32) Sala au 


© 5 Ic 
v=1 sın FR (x — Br) 


43. Damit ist für Werte von & in c, das Verhalten von G(x|w) 
ın der ganzen x-Ebene aufgeklärt, und wir können uns dem Halb- 
kreise c, in der w-Ebene zuwenden. Wir ‚halten im Integral (28) 
x in der Halbebene o > b fest und lassen w von einem positiven Werte 


. IT : ... . B 
kleiner als 7, aus einen positiven Umlauf auf einem Kreise um den 


Punkt = 0 herum ausführen. Dabei wälzt sich die Integrationsgerade 
auf einem Kreise um den Punkt x herum (Fig. 18). Bei Passierung eines 
der Punkte 5, haben wir jeweils genau wie früher zur rechten Seite von 


(28) das — 2 i-fache des Residuums des Integranden im Punkte ß, 


hinzuzufügen. Wenn w auf der negativen reellen Achse angekommen 
ist, ist die Integrationsgerade über alle singulären Punkte hinweg- 
gegangen, und die Gleichung (28) hat die Gestalt (29) oder (31) an- 
genommen. Setzt ® seinen Umlauf bis zur positiven reellen Achse, 
d.h. bis zu seiner Ausgangslage, fort, so passiert die Integrationsgerade 


Fig. 18. Fig. 19. 


von neuem alle singulären Punkte ß, (Fig. 19). Aber diesmal werden die 
bei der Überschreitung anzubringenden kleinen Kreisbögen im entgegen- 
gesetzten Sinne wie früher durchlaufen. Es werden also nacheinander 
alle früher hinzugefügten Residuen wieder abgezogen, und wenn & die 
positive reelle Achse wieder erreicht hat, ist G(x=|w) zu seinem Aus- 
gangswert (28) zurückgekehrt. Hieraus folgt, daß G (|) in der Um- 
gebung des Punktes = 0 eine eindeutige Funktion von w ist. 
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In der soeben für negative Werte von » und für Werte von & 
in der Halbebene 6 > 5 als gültig erkannten Darstellung (31) können 
wir nun & bei einem negativen Werte festhalten und x in der früheren 
Weise nach links wandern lassen. Dadurch verschiebt sich die Inte- 
grationsgerade nach links, und beim Überschreiten der Punkte ß, fallen 

die Bestandteile des ersten Gliedes rechts nach- 
einander fort. Hat x die Halbebene 6 <b er- 
reicht, so ist aus der Gleichung (31) wieder die 

Py Py° Gleichung (28) oder (26) geworden. Durch die 

früher angegebene, aus Fig. 16 ersichtliche Ab- 
änderung des Integrationswegs überzeugt man 
23 73 sich, daß die Integrale in (31) und (26) nicht nur 
für negative reelle &, sondern allgemeiner für 
alle w aus c, und o>b bzw. o< b reguläre 
Funktionen darstellen. Wir beherrschen also 
Fig. 20. jetzt auch für Werte von o in c, das Verhalten 
von G(x|w) in der ganzen x-Ebene. 

Zusammenfassend können wir sagen: Die Funktion G(x|®) exi- 
stiert in der ganzen x-Ebene und im Kreise |o| < — als eindeutige 
Funktion von x und ®. Für jeden von Null verschiedenen Wert von & 


in |o|< = hat sie in der x-Ebene die singulären Punkte 
oe a 
= Pß,— 
a ee: 


auf Halbgeraden, und für jeden von den PB, verschiedenen Wert von x 
in der w-Ebene die singulären Punkte 


o—_U, RR ei re, ) 
r a Be a 


auf singulären Vektoren. In den Halbebenen o>b und o<b gestattet 
G(&|®) die Darstellungen ‘) 


a+ti» d . 
ä ds o oinc; 
Gelo)=i | PR@+oz) —— , ER 
En sın zz o<b, oın > 

a+tm b » 
| di o<b,winc; 
Ge |o)=Plx|w)+i |vkt+to)- WA 
SR sın 72 o > b, oın LE 


44. Ersetzen wir für 0 > b in der letzten Gleichung ® durch — 
und gleichzeitig z durch —1— z, so erhalten wir 


!) Die Integrationswege sind nötigenfalls gemäß Fig. 16 abzuändern, 
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a+in 
Gla@|-o)=RB(e|w)-+i [ Pe +o+o) eb omc 


Das letzte Integral stellt aber für die angegebenen Werte der Ver- 
änderlichen gerade die Funktion G(@® + @|w) dar, und wir können 
die Gleichung 


(33) G@— | — w)=G(x|o) — P(x|w) 


ablesen. Diese gibt uns die endgültige Formel für den Ergänzungs- 
satz der Wechselsumme, von dem wir bereits in der Beziehung (15) 
einen, freilich sehr speziellen Fall kennengelernt haben. Natürlich gilt 
die Gleichung (33) nicht nur unter den Voraussetzungen ihres Beweises, 
sondern allgemein für jede reguläre Stelle der &- und der w-Ebene; 
sie zeigt, daß die Wechselsummen G (x|w) und G (x — ®|w) mit den 
entgegengesetzt gleichen Spannen & und — m miteinander durch Ver- 
mittlung einer periodischen Funktion ®(x|@w) in Verbindung stehen, 
die nur von den Singularitäten der gegebenen Funktion 9 (x) abhängt. 
Ist p(x) speziell eine ganze transzendente Funktion, welche unserer 
Wachstumsbeschränkung unterworfen ist, so reduziert sich B(x|®) 
auf Null, und wir gewinnen die Gleichung (15). 

Insbesondere lehrt der Ergänzungssatz, daß auch die Funktion 
G (z — ®|— w) eine Lösung der Gleichung (2), also 


Ve@-o|—-o)= pe) 
ist. Für diese Funktion G (x — | — w) gibt es einen bemerkenswerten 


Ausdruck, der durch Summation nach links zustande kommt. Setzen 
wir nämlich 


E@lo)-Sr(l- Ve 


2 


also etwa für A(z)=x 
G (—x 10)) — 2 lım yyE 1), p (© ne so) ee 850), 


n>0 s=0 


so finden wir über ein Integral der Form (26) hinweg 
G(-zlo)=GCke&| —- 0). 


Für positives ® < — und 6 <b-+o gilt also die gewünschte Formel 


(3) Ge - | o)=2lm I, (No — so)eemet, 


n>0 s=1 
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insbesondere 
je +] 
Ga —o|—-o=2 > (- 1) Ho (2 — so), 
s=1 


wenn die rechtsstehende Reihe konvergiert. 
In Verbindung mit dem Ergänzungssatz gibt die Formel (34) 
für die periodische‘ Funktion P(x |) die belangreiche Darstellung 


B(x|o) = 2 Im > (— 1) (x + sow)e-7 tor 
>20 s=-2 
oder auch 


RB (x|w) = 2 lim I (NV p@+so)e'el, 


n>0 s=-» 


wenn dieser Grenzwert existiert, und 


2?(e|w)—= 2 De 1’ p(x + so), 
s=—. 
wenn die Reihe rechts konvergiert. Die Funktion ®(x|w) läßt sich 
also dadurch bilden, daß man p(x) sowohl nach rechts als auch nach 
links summiert. 


45. Bei der Funktion F(x|®), zu deren Behandlung wir jetzt 
übergehen, liegen die Verhältnisse dadurch wesentlich verwickelter, daß 
die unter dem Integralzeichen in (27) stehende Funktion 


(35) f@)=Sp@az (a>b) 


als Integral einer eindeutigen Funktion im allgemeinen mehrdeutig ist 
und in den Punkten x = ß, logarithmische Verzweigungspunkte hat. 
Um eine eindeutige Bestimmung für f(x) zu erzielen, schlitzen 

Pr wir die x-Ebene von den Punkten x = ß, aus längs Halb- 

| geraden parallel zur negativen imaginären Achse auf. In der 
| so zerschnittenen Ebene ist f(x) eindeutig. An die Stelle des 
Az früheren kleinen Kreises um den Punkt ß, tritt hier ein 
| Schleifenweg I', (Fig. 21), der auf dem rechten Ufer des zu ß, ge- 
| hörigen Verzweigungsschnitts aus dem Unendlichen herkommt, 


den Punkt $, umschlingt und auf dem linken Ufer wieder ins 
Unendliche verläuft. 


2 
Furo>b,0<o- Tr können wir F(x|®) in der aus (27) ent- 
springenden Form 


T+taw+io® 


(36) F(z|o) = urn f f(z Are II 
z sin — (2-2) 


zstaw-ion 
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schreiben. Lassen wir wie früher & bei festem & nach links bis in 


die Halbebene o < b rücken, wobei wir, wenn die Integrationsgerade 
über den Punkt ß, hinweggeht, ein Schleifenintegral über I’, hinzu- 
zufügen haben, so finden wir 


a+Tino 


(37) F(z|o) = II(x|o) Er [r@+ 02) ( =) a2, o<b, 


a—in 


mit 


Peer! > il re 


. 7 
sin (2— x) 


Für die Funktion I/(&|®) kann vermöge Teilintegration auch die 
Darstellung 


(39) H@lo)=—ai SB, — Llp@)acot Se 2) 


aufgestellt werden, wobei B, das Residuum von @(z) im Punkte ß, 
bedeutet. Z. B. wird, wenn alle , einfache Pole für PR) sind, 


(40) Il(z\o)= N 2. IB, a cot— ( (2 — ß.). 


Die Funktion //(x|®) ist eine periodische Funktion von x mit der 
Periode ®, die den Relationen 


HI +o|o)—=Il(«|o), I(«|- ®@)=— II(«|o) — 2ni DB, 


y=1 
genügt, die singulären Stellen 


= 9, 50, S=0, ler Ders 
hat und mit der Funktion ®(z|w) durch die Beziehung 


AI (z|20) = Piz|o) 


zusammenhängt. Da die Integrale in (27) und (37) bei geeigneter 
Abänderung des Integrationswegs nicht nur für O)<o< =, sondern 


für alle ® aus c, konvergieren, ist damit für @ inee,.die Funktion 
F(x|o) in die ganze x-Ebene fortgesetzt. In der Halbebene o < b 
kat sie nach (37) dieselben singulären Stellen wie II (x|o). 


46. Zur Fortsetzung in den Halbkreis c, der &-Ebene halten wir 
in (36) x in der Halbebene o > b fest und lassen & von einem poSt- 
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tiven Werte kleiner als 5: aus einen Umlauf in negativem Sinne um den 


Punkt = 0 herum ausführen (Fig. 22). Wenn » aufder negativen reellen 
Achse anlangt, ist die Gleichung (36) in die Gleichung ( 37) mit 
IT(z|o) aus (39) übergegangen. Für die von ® auf seiner Wande- 
rung angenommenen Werte in der unteren &-Halbebene ist nämlich 
die Umformung von (38) in (39) zulässig. Es wird also der Wert von 
F(xz|w), wenn ® in negativer Umlaufsrichtung von der positiven zur 


negativen reellen Achse geht, durch (37) und (39) gegeben. Wenn hin- 
gegen der Umlaufssinn positiv ist (Fig. 23), muß man in (38) das Integral 
für negatives & auswerten und findet dann 


| n | i En ur N 
(41) Fe|o)= 2, Ber eat J f@+@:) () il. 


wobei I/(x}®) aus (39) zu entnehmen ist. Die Werte von F(x|®) 
für negatives sind demnach verschieden, je nachdem w von positiven 
Werten aus durch die untere oder obere w-Halbebene zu negativen 
Werten übergeht. Folglich ist F(x|®) keine eindeutige Funktion von ® 
(wofern natürlich (x) wirklich Singularitäten aufweist und nicht durch- 
weg regulär ist. Der Unterschied unserer zwei Bestimmungen von 
F(x|o) in der Umgebung des Punktes w = 0 beträgt 
n 
2ni S) B,=— 2niB, 


yal 


wenn wir mit B das Residuum von P(«) im Unendlichen bezeichnen. 
Die Funktion F(x|®) ist demnach von der Gestalt 


(42) F&|o)=— Blogo-+F, («|»), 


wobei F,(x|w) in der Umgebung von = 0 eindeutig in @ ist. 
Schlitzt man die &-Ebene längs der negativen imaginären Achse auf, 
so wird F(x |) eindeutig und für negatives & durch die Gleichungen (41) 
und (39) festgelegt. Halten wir in ihnen & bei einem negativen Werte 
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fest und lassen & aus der Halbebene 6 >b in die Halbebene 0 < b 
wandern, so stoßen wir wieder auf (27) und können schließlich durch 
eine einfache Wegänderung in (27) und (41) F (|w) als regulär in <, 
und 0 >b bzw. o < b nachweisen. 

Die Funktion F(x|o) läßt also eine analytische Fortsetzung in die 
ganze x-Ebene zu und existiert in der w-Ebene im Kreise |w| < = 


In x ist F(x|w) eindeutig, in & hingegen in der Umgebung der Stelle 


®—=0 unendlich vieldeutig. Die SR Stellen in der x-Ebene 
liegen auf Halbgeraden in 


Sl ae 
= PB -5s0 Im ; 
a oe y 


die ın der w-Ebene im Nullpunkt und auf singulären Vektoren in 
Pe ah 
= —— 5 : 

Aus (27) und (41) erhält man den Ergänzungssatz der Summe 


(43) F& —- o|—- o)=F(<|w) — II («| o), 


der, zunächst nur für positive ® bewiesen, für alle regulären Werte 
von x und w in der aufgeschlitzten Ebene besteht und eine der wich- 
tigsten Eigenschaften der Summe zum Ausdruck bringt. Ist p(x) im 
Endlichen singularitätenfrei, so wird J/(x«|o)=0, und die Gleichung (43) 
geht in die frühere Gleichung (16) ne 


4%. Mittels der Funktion 
RR ’ 
-Sr(-943 
4 
die mit F(x|o) durch die Relation 
— F(-2|0)=F(@|— ®) 
verknüpft ist, ergibt sich bei A(x)=x*” und & > 0 durch Summation 


nach links 


(44) F(x|— ®) = lim {ode = so)e wer (le) en? da} 
n>0 _ on 
und durch Summation nach links und rechts 
(45) II(«|o)= A Sp 2.77 d2 —.@ AI plc +sw)e" era, 
ee 


wobei die Integrale längs eines Weges zu erstrecken sind, welcher die 
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von den Punkten ß, ausgehenden Verzweigungsschnitte nicht trifft. Die 
letzte Gleichung ist gültig, wenn 0<w<” istund & nicht auf einer 


Parallelen zur reellen Achse durch einen der Punkte ß, liegt. Sie 
vereinfacht sich zu 


(46) IT («\o) = S[p()de- » I p(c+so), 


wenn die Ausdrücke rechts konvergent sind. 

Die periodische Funktion IF(z|w), die in eigentümlicher Weise 
mit der Funktion p(x) zusammenhängt und gebildet werden kann, 
sobald man die Singularitäten von @(x) kennt, läßt sich in eine 
Fouriersche Reihe entwickeln, deren Koeffizienten in einfacher Weise 
durch p(x) darstellbar sind. Ordnen wir die Punkte $, nach ab- 
nehmendem Imaginärteil 


SA)SIP)2 > 3(ß,) 
und gehören x und x, dem Parallelstreifen zur reellen Achse 
3) > 3@) > I(Ber) 


an, so haben die Fourierschen Koeffizienten von 77 (<|®) in der Ent- 
wicklung 


(47) I(\o)=a,+2 I (a cos + b, sin —, 
die Werte 


x %o+% | 
a, Im | [e@er- dx — [r® er | 8 


no— 2 


%ot+r© 
. , Lanz 
a,„= — lm @(x)e-"* cos — dr, 
n>0 ® 
%- 0 
%tr& 
: ; ._2mun 
db, = — lim 0 (x) er sin —— dx, 
7n—>0 0} 
H-D 


wie man durch Heranziehung des in x gleichmäßig konvergenten Aus- 
drucks (45) findet. Integriert wird hierbei über eine Parallele zur 
reellen Achse durch x, bzw. im ersten Integral von a, über eine keinen 
Verzweigungsschnitt treffende Kurve, die sich nach links und rechts 
ins Unendliche erstreckt. 
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Bedeutet wie früher B, das Residuum der Funktion p(x) im 
Punkte ,, so gilt offenbar 


- 
a, — 2ni DB 
s=ı 


Auch für a, und b,, n> 0, können wir ähnliche Residuenausdrücke 
iınz 


gewinnen. Zerlegt man z. B. im Integral für a, die Größe cos 
2rin 2rin 


in3e® 3e ® und verschiebt man die Integrationslinie für den 
ER Bestandteil nach oben, für den zweiten nach unten bis ins Un- 
endliche, so folgt 


a -ail, or | til le@e” = \. 


Dabei bezeichnet (’ die Residuensumme für die Punkte ß,,--., P, und 
de die Residuensumme für die Punkte ß,41, :--, Py- Ähnlich wird 
2rinT- 


= —ın Ele@e \- EL le@e” “ |h 


Bei dieser Bestimmung der Koeffizienten konvergiert die Reihe (47) 
absolut und gleichmäßig im Streifen 3 (ß,) > I(@)> 3(P,;1) und stellt 
dort die Funktion II(z|w) dar. Offenbar wird «4,=0 in der Halb- 
ebene $(z) > $(ß,) und a,=2niB in der. Halbebene $(x) <$(ß,). 

48. Für die Funktion B(x|®) bekommen wir vermöge der Formel 


B@jo)-AU@|20) 


2rin® 


die ähnliche Entwicklung 


y 2n+1 2n+1 
(48) 2 (@lo)= I (anııcos FD: 2 aren Da Zul2n),; 
n=0 
worin : 
%o+r» @ Dee 
— lim | o(x)e- 12 cos Er x, 
7n>0 
Rn 


&, n+1 


To+r 2 


A... - 
ar. —na2 
Pan = Er p(x)e sin 
Be 


und x, ein beliebiger Punkt im Streifen 3(ß,) > Se) > S(P,+ı) ist. 

Neben den soeben angeführten Entwicklungen, deren Analogie 
mit den Entwicklungen der Hauptlösungen in trigonometrische Reihen 
auf der Hand liegt, gibt es für die periodischen Funktionen II (z|o) 
und ®(x|w) noch einige andere bemerkenswerte Darstellungen. Wenn 
z.B. der unendlich ferne Punkt ein Pol für p (x) ist, gilt 


AR u dx 
oo 


94 Viertes Kapitel. Die Hauptlösungen im komplexen Gebiet. 


je.) 


(0) Bela)= (ron ee tanas, 


—_—n 


II(« |o) = (— 1)" on [= mr Ve ae 


s=1 


—o© 


Dabei muß man nur m genügend groß wählen, um die Konvergenz 
zu sichern, und sich die Ebene längs n Parallelen zur reellen Achse 
durch die n Punkte ß, aufgeschlitzt denken. Die erste Gleichung 
besteht in der ganzen zerschnittenen Ebene, die zweite im Streifen 
3(8,)>S(®)> 3(ß,+1)- DieFunktion ® (x |) läßt ferner für alle +0 
und alle + ß,,f, tw, f, + 2w,... die Entwicklung 


61) 2@lo)=2 8-1 [pl +so)— VP(e+so)] 


zu, wobei P(x) dieselbe Bedeutung wie in Kapitel 3, $ 6 hat. Auch 
für die Funktion II (|) ist eine ähnliche konvergente Reihenentwick- 
lung herleitbar. 


$ 4. Asymptotische Reihen. Nähere Untersuchung 
der Stelle ®=(0. 


49. Aus unseren Feststellungen über die Lage der singulären 
Stellen der Hauptlösungen F(x|w) und G(x|®) geht hervor, daß der 
Punkt =0 ein Häufungspunkt singulärer Stellen, also ein wesentlich 
singulärer Punkt ist. Mit Hilfe der bereits in Kapitel 3, $ 6 aufge- 
stellten, damals als asymptotisch auf der positiven reellen &-Achse 
erkannten Potenzreihen in & wollen wir jetzt das Verhalten der Haupt- 
lösungen untersuchen, wenn längs eines beliebigen Radiusvektors 
nach Null strebt, also die Differenz in die Ableitung übergeht. Dazu 
müssen wir zunächst einen neuen Ausdruck für das Restglied jener 
Reihen herleiten. Wir wenden in den Integralen (12), (14), (12**) 
und (14**) für p(@-+wzr) bzw. f(@-+ wzr) die Taylorsche Formel 
mit dem Darbouxschen Restglied an; dann finden wir unter Berück- 


sichtigung der Integralausdrücke für die Bernoullischen und Eulerschen 
Zahlen z. B. 


a+Tin m—i 
7 > NE 0 Gy (v) 
(52) Paz a "sr,? (©) + R.» 
a+i» 


. Mm 2 
R„= il, [pm Ho) a U SKROFEN, 


a=in 
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Die hieraus für unendlich zunehmendes m entstehende Potenz- 
reihe in w ist ebenso wie die anderen drei derart gewonnenen Reihen 
notwendig divergent; sonst müßte ja der Punkt = 0 eine reguläre 
Stelle der Hauptlösungen sein. Wie verhält sie sich für —0? 
Dazu sei x zunächst in der Halbebene 0 >b fest gewählt. Dann 


konvergiert das Integral R,, für 0<w-<- und, wenn man den 


R 
Integrationsweg passend deformiert, sogar noch für alle im Halb- 
kreis c,. Wählt man als Integrationslinie den aus zwei Halbgeraden 
bestehenden Weg C, aus $ 1, Fig. 13 und nimmt man die Winkel der 
Geraden gegen die positive reelle Achse hinreichend klein, so ergibt 
sich für R,, die Beziehung 


: R 
lım 10 
o>0 © 


die gleichmäßig erfüllt ist, wenn ® im Halbkreise c, gegen Null 
strebt. Mit Hilfe einer anderen Abänderung des Integrationsweges 
sehen wir, daß diese Relation in Kraft bleibt, wenn ® im Halb- 
kreise c, nach Null konvergiert, und schließlich bestätigt man, daß 
beide Ergebnisse auch für o< b richtig sind. 

Demnach stellt die Reihe 


, CH 
(53). 99) 
v=0 an! 
7 7 3 = 
für -— , <aco<z,o0>b und für <aco <y,0<b 


IT 
2 
die Funktion G (x | ®), 
7 ER 7 3 
für - 5, Zarco<z, o<b und für Zzacoe,, o>b 


die Funktion G (x|o) — P(x|o)=G( — w|— w) 


asymptotisch dar. 
Wenn 


und 


ist, so findet man, daß 


$ 
für - ; <arco<y die Funktion G (x | ®) Dn.(&l 0); 
v=1 


n 


für = zaoo< z die Funktion G (x | ®) > (x | w) 
v=s+1 
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durch die Reihe asymptotisch dargestellt wird. Hierbei bedeutet 
P,(x|®) die zum singulären Punkt ß, gehörige periodische Funktion, 
so daß also 


2@|o)- 8, (@|o) 
v=1 


ist. 
Ähnlich stellt die divergente Reihe 
E % © ’B 
o’ B» ® 
(54) r@#2+23 7er @ 
a v=1 
für - 5<Zarco<;, o>b und für <a <e, o<b 
die Funktion F(x|®), 
für —- 5; Sarco 5, o<b 
die Funktion F(e|») — I(&|o)=F(e — o — o) 
und 


für 5 Zarco a. o>b 
die Funktion F(x|®) + II(x| — w) 
asymptotisch dar. 
50. Nun können wir aber in vielen Fällen das asymptotische 
Verhalten der Funktionen B(x|o®) und I/(x|®) genau ermitteln, wenn 
& längs eines von den singulären Vektoren verschiedenen Vektors nach 


Null strebt. Sind z.B. alle 8, einfache Pole, so lesen wir aus den 
Ausdrücken (32) und (40) ab, daß bei beliebigem positiven m 


(55) imo" B(2|o)— 0, 
—>0 

(56) im ar u 
o—>0 @ 


gilt, wobei c eine Konstante ist, die in den verschiedenen, von den 
singulären Vektoren begrenzten Winkelräumen verschiedene Werte hat. 
Hiernach stellt die Reihe (53) auf allen von den singulären Vek- 


toren verschiedenen Vektoren asymptotisch die Funktion G(x|w) dar. 
Insbesondere ist 


(57) lim G (x|®) = @ (x) 


o—>0 


auf jedem nichtsingulären Vektor. 
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Bei der divergenten Reihe (54) liegen die Verhältnisse nicht so 
einfach. Nehmen wir der Einfachheit halber an, daß 0 >b ist, und 
denken wir uns die singulären Punkte ß, in solcher Weise geordnet, 
daß 

arc (B,41 — X) > arc(P, — x) Wh 2, run r—l) 


ist, dann stellt die Reihe (54) im Winkelraum 
are <arc(f, —®) 
die Funktion F(x|o) und im Winkelraum 


So ran zarlhg 2) 
die Funktion 


Ss 
F(&|®) — 2ni SB, 
v=1 
also in den von den singulären Vektoren begrenzten Winkelräumen n 
verschiedene Funktionen, asymptotisch dar. Beim Überschreiten eines 
der singulären Vektoren macht der asymptotische Wert der Funktion 
F(x ©) jedesmal einen Sprung, der gleich einer der Perioden des 


B7 
Integrals f p(z)dz ist. Insonderheit wird 
a 


% 
(58) lim F(x|o) — [p(z)dz 
0—>0 a 
auf jedem mnichtsingulären Vektor. Hierbei ist die Bestimmung des 
Integrals je nach dem Arkus von » verschieden zu wählen. 

Die Beziehungen (57) und (58) gelten gleichmäßig in jedem von 
den singulären Vektoren freien und nicht an sie heranreichenden 
Winkelraume und geben die vollständige Beantwortung des schon in 
Kapitel 3, $ 3 angeschnittenen und in Kapitel 3, $ 6 für positive 
Werte von m erledigten Problems nach den Grenzwerten der Haupt- 
lösungen, wenn m nach Null strebt. Insbesondere geht die Summe 
von p(x) in jedem derartigen Winkelraum für —0 in das Integral 
von (x) über. 


Nörlund, Differenzenrechnung. 


Fünftes Kapitel. 


Die Gammafunktion und verwandte 
Funktionen. 


51. Bei verschiedenen Untersuchungen stößt man auf die Zahlen- 
folge der Fakultäten 


1, 2,63 24.120, 2, #1 252 


Schon im 18. Jahrhundert entstand der Wunsch, diese Folge zu 
interpolieren, d. h. eine Funktion von x zu bilden, die den Wert n! an- 
nimmt, wenn x gleich der positiven ganzen Zahl n wird. Eine derartige 
Funktion ist bekamntlich I’(x + 1). Auf Veranlassung von Daniel Bernoulli 
und Goldbach beschäftigte sich Euler mit dem eben angeführten Inter- 
polationsproblem und kam dabei zu der später von Gauß wieder- 
gefundenen Produktdarstellung der Gammafunktion'). Ihre Vorteile scheint 
er jedoch nicht erkannt zu haben, vielmehr wendet er sich in seinen 
zahlreichen hierher gehörigen Arbeiten meist sogleich zur Untersuchung 
der beiden sogenannten Eulerschen Integrale 


eeta=T@), Ra) > 0, 
0 


1 


Srra-yra- Ta, 2@>0, RQ)>0. 
0 


Den besten Eingang zum Studium der Gammafunktion, die durch 
Arbeiten von Legendre [1,2,5], Gauß [1] und Weierstraß [1, 2,3] in 
der Analysis eine fest eingebürgerte Stellung als eine der einfachsten 
und wichtigsten Transzendenten erhalten hat, liefert die Differenzen- 
gleichung, welcher diese Funktion genügt. Wir wollen deshalb die in 
den vorangehenden beiden Kapiteln entwickelten Theorien zur besseren 
Veranschaulichung auf die Gammafunktion und einige mit ihr ver- 
wandte Funktionen anwenden. Die wichtigsten Eigenschaften dieser 
Funktionen können in einfacher Weise als Sonderfälle unserer all- 
gemeinen Ergebnisse gewonnen werden [37]. 


') Vgl. Godefroy [r], wo man auch sonst vieles über die Geschichte der 
Gammafunktion findet. 
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81. Die Funktionen W(x) und 9 (x). 


52. Wir erklären zwei Funktionen Y(«) und g(«) durch die 
Gleichungen 


(1) vn, 


zZ 


(2) =. 


Y(x) ünd g (x) sind also die Summe und die Wechselsumme von a 
x 


oder die Hauptlösungen der Gleichungen 
Ay = 


Vgl) = 


Ziehen wir eine Definition durch Grenzbedingungen vor, so können 
wir z.B. sagen: Y(x) und g(x) sind diejenigen Lösungen der letzten 
beiden Gleichungen, welche dem absoluten Betrage nach im Streifen 
1<o<2 kleiner als Ke:|!*! bleiben (vgl. Kap. 4, $2). Oder auch: g (x) 
ist diejenige Lösung der letzten Gleichung, die gegen Null konvergiert, 
wenn x auf der positiven reellen Achse ins Unendliche geht, und F(x) 
diejenige Lösung der vorletzten Gleichung, für welche im selben Falle 
die erste Ableitung dem Grenzwert Null zustrebt (vgl. Kap. 3, $ 5). 
Für Y(x) muß zu derartigen Grenzbedingungen freilich noch die An- 
gabe eines Anfangswertes treten, z. B. des Wertes 7(1), der dann 
entsprechend unserer ersten Definition, welche ihn eindeutig mitbestimmt, 


sl al 


zu wählen ist. 
Die Funktion g(x) findet sich zuerst bei Stirling [2], während 
die Funktion (x), welche wir in $ 2 als logarithmische Ableitung 
der Gammafunktion erkennen werden, von Legendre [1], Poisson [4] 
und besonders von Gauß [r] untersucht worden ist. Allgemeiner 
setzen wir 
© Nz 
(1%) Ye@lo)- I, 
B1 


zZ 


Vx 

(2*) el) 
Die Existenz der beiden Funktionen ist nach unseren allgemeinen 
Überlegungen ohne weiteres ersichtlich. Ferner folgt aus den früheren 
Betrachtungen (vgl. Kap. 4, $ 3), da = eine eindeutige Funktion mit 


dem einzigen einfachen Pol x— 0 ist, daß Y(x) und g(x) meromorfe 
IM 


Funktionen von x sind, die einfache Pole in den Punkten =0, —1, 
— 2,... aufweisen und sich sonst überall regulär verhalten. Diese 
Pole werden bei g(x) in Evidenz gesetzt durch die unmittelbar aus 
der Definition der Wechselsumme entfließende Reihendarstellung 
De): 
(3) &() ze 25 z+s’ 
s=0 

welche in jedem endlichen Gebiet, aus dem die Pole ausgeschlossen 
sind, gleichmäßig konvergiert. Das Residuum im Punkte = —n 
(n= 0,1,2,...) wird daher 

lim («+ n)g(x) = 2(-1)". 

ao-n 


Zunächst beschäftigen wir uns nun mit den Ergänzungssätzen. 


Die mit > verknüpfte periodische Funktion ® (x) heißt (Kap. 4, $ 3, (32)) 


Andererseits ist 
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Der Ergänzungssatz für die Funktion g(x) nimmt also die einfache Form 


2x 


(4) glei 0 = 
an; er liefert insbesondere für 2—=5 den Wert g(}): 
ed) 
während wir g(1) am einfachsten aus (3) entnehmen: 
g(1)= 2log2. 


Für die Funktion (x) wird die periodische Funktion I7 (x) (Kap. 4, 


$ 3, (40)) 
Ik)= — ni—ncotne, 


während man aus der Definition (Kap. 4, $ 3, (44)) 


I 1 : 
P(x Fe 1) — lim Is _ e? m (E ae! 


7>0 (so 


die Formel 


Yal)= Pl g)+ni 
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herleiten kann. Daher lautet der Ergänzungssatz der Funktion P(x) 
(5) Yyi-2)-Po)=ncotne. 


Für unsere speziellen Funktionen erscheint also der Ergänzungs- 
satz in ganz ähnlicher Gestalt, als Beziehung zwischen den Funktions- 
werten in den Punkten x und 1— x, wie wir sie bei den Bernoulli- 
schen und Eulerschen Polygonen kennengelernt haben. Neu ist gegen- 
über jenen allereinfachsten Fällen das aus der allgemeinen Theorie 
folgende Auftreten der periodischen Funktionen auf der rechten Seite. 


53. Um auch für (x) eine Entwicklung zu erhalten, welche die 
Pole erkennen läßt, gehen wir aus von den asymptotischen Darstel- 
lungen (Kap. 3, $ 4, (44) und (45)) 


r =] ee I EN 

() Pet nie I 172% +2. a 
ee E, (h) f d 

(7) ge(® + h) 2 1) nn au [En-ı@ h) (amt 


die nicht nur für positive x, sondern sogar im Winkelraum 
— a te<arce<n—e (e>0) gültig sind. Unter logx ist dabei 
der auf der reellen Achse reelle Logarithmus zu verstehen. Die Gleichungen 
(6) und (7) geben zunächst über das asymptotische Verhalten von P (x) 
und g(x) Aufschluß. Setzt man nämlich (Kap. 3, $ 6, (48) und (49)) 


so wird 


insbesondere für m = 0 


(8) lim [P (x) — logxe] = 0, 


«\>» 


(9) lim g (x) = 0. 


le]>» 
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Ferner bekommt man aus der Formel (52) in Kap. 3, $6 
n-1 


F(z|o) = lim [(O(« + no) — o >, p(«+so)] 
n>& 30 


die Relation 
n—1 
; : 1.0 
(10) Y (x) = lim ‚log (x + n) > p 


cC+Ss 
Nn>® s—0d N 


während man für g(x) wieder auf (3) stößt. Für —=1 liefert die 
Gleichung (10) den Wert 
n-1 
ER s 1 
P(1) = im flog(n +1) I — 1. 


NR L s=0 


Rechts steht etwas sehr Bekanntes, nämlich das Negative der Euler- 
schen Konstanten 


Galm Sat rin EI Zell eree 
B 3 n } 
es ıst also 
(11) Pi) GC, 


Mit Hilfe der Differenzen von Q (x) können vermöge der Beziehung (54) 
in Kap. 3, 86 


F(z| ®) = O(z) — vo. [pe + so) — AQlz-+so)] 
s=0 = 


z. B. die konvergenten Reihen 


12 release 
(12) Pix)=logx 2 pe log (1 +3 f 
f 1 If 2ets)+1 / I\ 
N PER ALNOEE, \ \ IT en 
else = \e+)@rsın Pell u 


aufgestellt werden. Trägt man nun in (12)&=1 ein und addiert man 
die entstehende Gleichung 


zu (12), so ergibt sich 


(13) a 
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Dies ist die gewünschte Partialbruchreihe für Y(x), welche die Pole 
2 ==) in, 2,... und ihre Residuen — 1 in Evidenz setzt. Bei 
g(x) bekommen wir durch Heranziehung der Differenzen von Die 
zunächst die Beziehung (3) und dann weiter z. B. die Reihen 


Bere stlerei 
8 (®) x S PHTEP TEEN) 


ER ES a 
al), +aa 2 gerri 


6) 


1 2 
ee! 1 S (e+:+5) 
Es ra ee 2, I es 


wobei die Konvergenz immer besser, dafür aber auch der Bau des 
allgemeinen Gliedes immer verwickelter wird. 


54. In den Multiplikationstheoremen (Kap. 3, $ 3, (12), (13) und (14)), 


a: a ; : il 
zu denen wir jetzt übergehen, treten die Funktionen vet) und 


g ( | auf. Sie lassen sich auf Y(x) und g(x) zurückführen. Schreiben 
wir nämlich die (6) und (7) entsprechenden Gleichungen für Y(x|o) 


und g(z|w) auf, so gewinnen wir 


rw) w(2) + logw, 


e@lo)= 8(), 
mithin 

vr =) — P(mx) — logm, 

el) meine) 


Die Multiplikationstheoreme der Funktionen Y(x) und g(«) lauten 
demnach: 


(14) —.y Y(x+ 2 — Y(mx) — logm, 
s=0 
5\ 1 AS ns w(z ; = a I g(ma) (m gerade) x 
m—1 
(16) = "(Dee (2 e. a — ge(me) (m ungerade). 
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Während im allgemeinen Falle die Multiplikationstheoreme eine 
Verknüpfung der Hauptlösungen mit den Spannen und — geben, 


können sie also hier, ganz ähnlich wie bei den Bernoullischen und 
Eulerschen Polynomen, als Beziehungen zwischen den Werten Y(me) 


: . 1 m—]1 
bzw. g(mx) einerseits, Ye), w(z u 2). RR Y(z nu en bzw. g(x), 
g ( I | erg ( E= 7 andererseits geschrieben werden. In- 
sonderheit erhält man für m =2 
(14*) Y(22)=} [7Y(@)+ P(e+3)]+log2, 
(15*) 2) FPar N - Piz}. 


Die erste von diesen Gleichungen liefert im Punkte =} 


Y()=—-C—2l0g2, 


während durch die zweite die Funktion g(x) auf die Funktion (x) 
zurückgeführt wird. 

Die Spannenintegrale (Kap. 3, $ 3, (18) und (20)) haben bei 
— ate<are <n— e die Werte 


+1 


(17) 15:26) dz=logx 
7 
&+1 4 - 
(18) IKIOLE = 2logx — 2 Sloge Ve=4log N. 
% > Y\8% 


wie wir unter Vorwegnahme der späteren Bezeichnung aus $ 3 
(> 
a r 
logy (x) = 1 Slog z<Vx 
schreiben. 


55. Für die Ableitungen der Funktionen Y(x) und g(x) bestehen 
die Reihenentwicklungen (Kap. 3, $ 5, (46*) und (47 *)) w 


an 


ar 1 
(19) Y(x) = (— 1mti zn! er 
dx” 2 4 a (et mtl? 
m =1,8, SE 
(20) TEE TERN FR ei: 
dx + (e+ st! a 
Im -Winkelraume — a te<arcz <n— es streben demnach 


Pi) (2) und gm (x) für |«|—oo gegen Null. 
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Analog wie bei (x) und g(x) kann man auch besser konver- 
gente Reihen, z. B. 


Y’(&)=—- > m Ye 


’ 1 1 = 1 
en. 


| KARMA 1 S 1 
7 (x) — S: 
®) er - 2x8 r 62° En 6 (© + s)’ (c+s-+1)® 


herleiten. 
Wie aus der Gleichung (Kap. 3, $ 5, (46)) 


yo (z a = Ir m! 2 + (—- 11m — 1)! 


hervorgeht, ist die Funktion 


en, 1 N 
(21) Sr A IE mi 
a 
die Hauptlösung der Gleichung 
/ 1 
ae ret 


Nehmen wir also zu den Bernoullischen und Eulerschen Polynomen die 
Funktionen Y(x) und g(x) samt ihren Ableitungen hinzu, so sind wir 
in der Lage, die Summe oder Wechselsumme jeder rationalen Funktion 
anzugeben. Denken wir uns diese durch Partialbruchzerlegung in die 
Gestalt 


Q (x) = Dart NE v+1 


s=1»,=0 


gebracht, so wird 


SO Ar= I Bmule)+ 2 IN Mate) 


v=0 s=lv=0 
p pPp Ms E 
Se BADEN 
er ologa, +32 A 
s=1 s=i1»r=1 s 
und 
p Ms 


SO@Ve- Nane+ 3 I YHrenetae) 


g=l v»=0 
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56. Besonders interessant ist die aus den asymptotischen Reihen 


= B; 
Y(x + ho|o)mloge — I, (1) m 
“—=tL 


107, 
vr” 


\ o \ E,„(h) 
g(c + ho|o)n I, (— 1 Zr ® 
v=0 


abzulesende Tatsache, daß 


lm Y(z|o) = logx 

>00 
ist. Dies gilt, wenn wir der Einfachheit halber m auf positive Werte 
beschränken, im Winkel — ante <arcx <n—e. Es konvergiert 
also die in x eindeutige Funktion Y(x|w) für ©—0 gegen die un- 
endlich vieldeutige Funktion logr, die Lösung der Differential- 
gleichung 


Wie dies zustande kommt, kann man mit Hilfe der Gleichung 
Y(elo)= 7 3 + logo 


gut verfolgen. Hiernach hat nämlich die Funktion P(x|w) Pole in 
den Punkten 0, —w, —2w,.... Wenn nach Null geht, er- 
füllen diese die negative reelle Achse immer dichter und geben so 
zur Entstehung des Verzweigungspunktes x —= 0 Anlaß, wobei jedoch 
gleichzeitig das unendliche Anwachsen der Größe log  verhütet, 
daß die Grenzfunktion in einer überall dichtliegenden Punktmenge 
auf der negativen reellen Achse unendlich wird. 

Für numerische Rechnungen sind besonders nützlich die aus (6) 
für h=0 und h=} entspringenden Gleichungen 


m 
1 B,, 
Y(x)=logx — FT a + RUE 
vi 


amtı 2m+i1 
2 
ae 


3 Bun Gear 
Rom+i mer 4 
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Bei positivem x hat nämlich in ihnen (vgl. Kap. 3, $ 6) der Rest 
kleineren absoluten Betrag als das letzte berücksichtigte oder auch 
als das erste unterdrückte Glied und dasselbe Zeichen wie dieses. 
Genauer gilt sogar 


Bom+2 


Rare Ri 
am+1 (2 m +2) (am? 


1 


57. Von den vielen aus den Integraldarstellungen der Haupt- 
lösungen (vgl. Kap. 4, $ 1) zu entnehmenden Integralen für (x) und 
g(x) wollen wir nur die folgenden erwähnen: 


dt 
a —)d2 — 
s(e 2) | ra 
ö 


tdi u 
8 +2) (A en os z 


1 j tdt 
Y(@+ 2) ee 
x 5) SZ ; (+2) (1 u: 


Sie sind in der Halbebene a > 0 gültig; die beiden ersten wurden 
von Legendre [2] bzw. Poisson [4] gefunden. 

Sehr einfach gestaltet sich die Aufstellung irigonometrischer Reihen 
für P(x) und g(x), da sich die Integrale (71) und (73) in Kap. 3, $7 
für die Koeffizienten bei „= 0 als konvergent erweisen. Führt man 
den Integralsinus und den Integralkosinus 


Sr [ N, 
5 Z 
% 
ine AL [a 
P4 
r7 
ein, so wird 
(22) Y(x)=logn,-+ 2 I [i2nna,-cos2nne 
n=1 


+ si2ranz, sin2nn«], 


(23) ee tere 1)a2,.cos(2n+ 1)nx 
n=0 


sin + 1)aa, sin2n+1)rz]- 
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Hierbei ist R(x,)>0 und0o<xr— ,<1i vorausgesetzt. In der 
ganzen Halbebene o > 0 sind die aus (86) und (87) in Kapitel 3, 87 
entspringenden Reihen 


(24) Yir)=logr — | 2 ,[ci2anz-cos2 an 


n=1 


+si2anz-sn2nnz], 


(25) g(e) = — — 4 D[i(2n + 1)az-cos(2n+1)rx 
n=0 
+ si(2n + 1)ax-sin(2?n + 1)az] 


konvergent. 
Für die Funktion (x) ist von Gauß [1] die Integraldarstellung 


A e-t e-tz 
(26) Y() = | 4 "Izerfdt (>0) 
0 


gegeben worden, die man aus der Definitionsgleichung (1) von P(x) 
sehr leicht herleiten kann. Für o>0 und ?>O0 gilt nämlich 


< t 
—tiT 
> e-ta+) — ei 
1-—e-3 
s=0 


woraus durch gliedweise Integration zwischen 7 > O0 und &o 


= { F ı 
e-n|2+s) * e-tz 
BER 
FE c+s l1—e-t 
2 


” 
entsteht. Andererseits ist für 7 > 0 
e-t 


dt. 


er 
1 


frra-] 
z 
3 


N 


Damit haben wir die beiden zur Bildung der früher im allge- 
meinen Falle F(&|w; 7) genannten Funktion nötigen Ausdrücke bei- 
sammen und finden 


d.h. das Gaußsche Integral. Berücksichtigen wir die bekannte Relation 


log [es (> 0), 
v0 
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so kommen wir zum Integral von Binet [1] 


[ f 
en. Y(a)=logx + je; ge — ıtar (a0) 
0 


Entsprechend beweist man die Formel (Legendre [2]) 


[e} 


\ Dde-tz 
es) ee [a (>90). 


v 


S 2. Die Gammafunktion. 


58. Die Gammafunktion genügt der linearen Differenzengleichung 
erster Ordnung 


(29) I’&-+1)=xT!(e); 
für ihren Logarithmus besteht daher die Gleichung 
(30) AlogI(«)=loge, 


wobei wir uns, um eine eindeutige Bestimmung des Logarithmus zu 
erzielen, die Ebene längs der negativen reellen Achse aufgeschlitzt 
denken und log1=0 setzen wollen. Genauer gesprochen soll dann 
log I'(z) diejenige Hauptlösung von (30) sein, welche im Punkte x—1 
verschwindet. Es wird also 


log I’(x) = SlogzAz+e. 
(0) 


Unser erstes Ziel ist die Bestimmung der Konstanten c. Dazu 
bemerken wir, daß nach (52) in Kapitel 3, $ 6 


: n—1 
log I’(«)=c+lim (a +n —3)logn— n— DD log (@ + s)] 
RO s=0 


gilt. Zur Ermittlung von c schreiben wir die letzte Relation für 2—=1 


und x =: auf: 


log PT 1)=c-+lm[n + 3)loegn — n — log (n})], 


n>® 

I 2 een 

wer (4) =e+ im [mioen ng LE Bea 
2 no» 


und nehmen dazu noch die aus der ersten Gleichung folgende Be- 


ziehung 


logl(1)=c+lm[(2n+3;)lg2n — 2n —log(2n])]. 


Nn>n 
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Addieren wir die beiden ersten Gleichungen und subtrahieren dann 
die letzte, so kommt 


c=log(V2T'@)). 


Wir müssen also noch den Wert I’(#) zu gewinnen versuchen. Hierzu 
subtrahieren wir die Gleichungen für log I’(z) und log I'(1). Dann 
folgt zunächst 
n—1 
log I (x) = lim [xlogn — logx — D/ (log (x + s) — log s)] 

n>% st 
und hieraus das wichtige Gaußsche Produkt für die Gammafunktion 
(Gauß [1]) 


er (rn — 1)! n® 
(31) Do ren Een 
welches für alle x mit Ausnahme der Werte =, he FR 


konvergiert und eine besonders zweckmäßige Darstellung der Gamma- 
funktion gibt. Multiplizieren wir die beiden fürx und 1— x entstehen- 
den Ausdrücke, so bekommen wir 


na! nm? n!n 


=(1+9)..-n+a) A-D@-a):.- (ne) 


Eh 


Ik) T(1— x) = lim 


En ie (iz =) (1 — =) I (1 a 
also 
(32) Ta) — 2) = sin Apr 


In dieser Gleichung haben wir den schon bei Euler auftretenden 


Ergänzungssatz der Gammafunktion vor uns, Aus ihm entnimmt man 
für =} 


T@)= Var 
Daher hat die Konstante c den Wert 
c=log V2n Ä 
und es wird 
B 
(33) log (a) = Slogz Az + log Var, 
0 


womit wir unser Ziel erreicht haben. 
Nunmehr können wir nach (45) im Kapitel 3, $4 die für 
— an t+e<arca <n— e gültige Stirlingsche Reihe (Stirling [2]) 
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(4) lbglT@-+h=logY2rn+(c-+B,(hM)logx — x 


m—1 (6) 


und die Stirlingsche Formel 


(35) ee EN A 


a et 
#32 Dre Bd 


aufschreiben. Bei den für =0 und =}! entstehenden Formeln, 
ZB bei 


Mm 


ir a — R Da, 
log D(x-+ 4) log Var +zloge x ı ne Romrı 


= 1 je Er 


ann te 9m 
ist für positive x der Rest dem absoluten Betrage nach kleiner als 
das letzte berücksichtigte oder auch das nächstfolgende Glied, vom 
selben Zeichen wie dieses und außerdem (vgl. Sonin [1, 2]) 


D 1 
R =—- — Imma 0 d<n, 
amHt1i EN) (2m + Dam 2 


Aus der Stirlingschen Reihe lassen sich ferner z. B. die konvergente 
Reihe 


log I'(x) = log V2n-+ (z — nz logx — x 


- If -(e4 +47 )log| 


und die wichtige Limesrelation 


I(2+h) 
34* — 
Ss Il I 


=) 


—el 


herleiten. 


59. Um die funktionentheoretische Natur der Gammafunktion zu 
erkennen, benützen wir ihren Zusammenhang mit der Funktion R: 
Differenziert man die Gleichung 


= 
log’T!(&)= S log A2 +6,» 
1 
so entsteht 


(36) == rl). 
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Die Funktion P(x) ist demnach die logarithmische Ableitung der 
Gammafunktion, und umgekehrt ist 


% 


log I’(x) — [ Pe) dz, 


1 


weil unserer Definition zufolge log /’(1)=0 gilt. Hiernach finden wir 
z. B. durch Integration unter dem Integralzeichen in der Gaußschen 
Integraldarstellung (26) die Formel von Plana [1] 


(37) log T'(x +9 [5 Li =. N gt (> —1). 


—e-tj 


Noch wichtiger ist jedoch die Gleichung, die durch gliedweise Inte- 
gration der Reihenentwicklung (13) entsteht: 


0gT@+1)=-Ca+ N fE-lgli+ 


geht man nämlich zur Exponentialfunktion über, so folgt 


z 
(38) 1% nn 1) — ec ]] 
s=1 ce 


Dies ist das Schlömilchsche Produkt für die Gammafunktion (Schlö- 
milch [4]; die aus ihm entspringende Formel 


= Se 
(39) Tas I\ 22 ]s ni 


welche für Weierstraß den Ausgangspunkt bei seinen Untersuchungen 
über die analytischen Fakultäten (Weierstraß [1,2]) und später über 
die Produktdarstellung der ganzen transzendenten Funktionen (Weier- 


straß [3]) bildete, lehrt, daß TG : eine ganze Transzendente mit einfachen 


Nullstellen in den Punkten <=0, —1, — 2,... und die Gammafunktion 
selbst somit eine meromorfe Funktion ist, mit einfachen Polen in den- 
selben Punkten. Die Residuen in diesen ergeben sich unter Benutzung 
der aus der Differenzengleichung und der Anfangsbedingung folgenden 
Beziehung 

Tp)=p-N! ($ positiv ganzzahlig) 


nach dem Ergänzungssatze zu 


lim («+ n)T'(«) = — u 
so—_n 


82. Die Gammafunktion. 11) 


60. Berühmt ist die Kummersche Reihe für den Logarithmus der 
Gammafunktion (Kummer [4]). Sie ist ein Sonderfall der allgemeinen, 
für O<2z— x,<1 und R(x,)> 0 gültigen Fourierschen Reihe 


(40) log I’(x) = log V2n-+ (e— 3)logz,—%, 


[2,0] 
Se 2unzycos2an nz — ci2rnz,sin?ung 


TEN 


n=1 
die sich ergibt, wenn man in den Formeln (75) und (76) in Kapitel 3, 
$ 7 für die Fourierschen Koeffizienten der Hauptlösung F(x|o) 
po(x)=logx, w=1 und m=1 setzt. Nehmen wir den Grenz- 
übergang x,—0 vor, so erhalten wir wegen 


6) 3 1 
> = E Se 
ie 9 PX raerasıji 


die Beziehungen 


[los re) cos? ranzdx =. 
. i | C+log?ran 
J1og P(e)sin 2mnzde = 5 
daher wird 
log I’(x)=1log V?n en H(C+log Bun) : 
n=1 
Beachtet man die Relationen 
Sy nn — — log2sinne, 
“5 (0 1) 


7 sin2anx 1 
2 ET ee: Hr e) 
n=1 
so ergibt sich schließlich für O0 <x<1 
(41) logl(a)=(4 —x)(C+log2)+(1— z)logn — 1 log sinn 


— logn . 

+ I sin2ane. 
n=1 

Das ist gerade die Kummersche Reihe, welche geschichtlich wohl das 

erste Beispiel für die Fouriersche Reihe einer Hauptlösung darstellt. 


Nörlund, Differenzenrechnung, 8 
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Für 2x, und &—2,+ 3 entfließen aus (40) die für 6 > 0 
gültigen Entwicklungen 


log (x) —=logY2n-+(x — lege — x 


oo 
> ci>anax-sin?anz — sid?anz-cos?2anz 


zn 


log I (ce +3) = log Y2a+xloge — x 


jo +} 
2 we sin?®2znz -si®anz- cos2anz 


zn 


61. Nunmehr haben wir uns im wesentlichen nur noch mit dem 
Multiplikationstheorem zu beschäftigen. Hierzu merken wir an, daß 
gemäß der Formel 


z m—1 
+1 
Sog 212 = (@— g)loge = — I 1)” B»11@”" w 
2 »=1 vv +1)2” 
BER B„() - 
= (2-40 2)” 


ö 
die Beziehung 


oE@JI8 


log z Ar=ologr() 2. (x - 3) 1080 — ology 2a 


besteht. Schreiben wir nun das Multiplikationstheorem für die Funktion 


c 
SlogzAz auf, so ergibt sich 
ö 


>, log T’ (e - | — mlog V2r 


el \ = 
en log I'(mx) — (= — 5)1og a log V 2 a} * 
Hieraus folgt als Gaußsches Multiplikationstheorem der Gamma- 
funktion (Gauß [1]) 
-t m-i 


(42) Imz)— Ir (e4 als — 


m—il 


2a) 2 


für m = 2 bekommt man die Legendresche Relation (Legendre [r}) 


g2z-1 \ 
(42*) T( )-—— Ter@+ =): 
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die sich bei den Anwendungen der Gammafunktion oft als sehr nütz- 
lich erweist. 


Das Spannenintegral hat den Wert 


+1 


(43) f log I’(e)d2z=x(loge — 1)-+log Yan. 


Diese Beziehung pflegt man die Formel von Raabe (Raabe [1,2]) zu 
nennen; sie ist dadurch bemerkenswert, daß in ihr das erste im Laufe 
der geschichtlichen Entwicklung betrachtete Spannenintegral auftritt. 
Die Annahme x =0 führt zu der einfacheren Relation 


k 
(43 *) J1ogT(e)dz = log V?n. 
0 


83. Die Funktion y(e). 


62. Schließlich wollen wir noch die Wechselsumme des Loga- 
rıthmus einer kurzen Betrachtung unterwerfen. Sie läßt sich zwar mit 
Hilfe der Gammafunktion ausdrücken; es ist aber doch angebracht, ein 
besonderes Funktionszeichen für sie einzuführen, aus ähnlichen Gründen, 
wie man z. B. für die verschiedenen Weierstraßschen o-Funktionen 
besondere Zeichen benutzt. 

Wir setzen 


(44) log y (x) = 3 Sog x Wr, 
(44 *) logy(@|o)—=4 Sloge SVZ0R 


Die Funktion y(x) genügt dann der nichtlinearen Differenzengleichung 


(45) | rY@+1)y@) = 
Wie aus der Gleichung 


m—1 
(46) 2logy(x + ho|w) = logx-+ I, ( — 1) = 0 

v=1 

„en d 
r 7 (2 +@2)” 
hervorgeht, wird 
/ : „ 1 

(46 *) log y (z|w) = log y 2) +5logo. 


Diese Beziehung setzt uns in den Stand, die auf den rechten Seiten 
der Multiplikationstheoreme auftretende Funktion y (x EN durch y (x) aus- 


zudrücken. Man findet . 
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re +4) re 4) er 


BER 


Fan) ee 


(m gerade), 


(m ungerade). 


Yorle+)re+) _ 2 ma) 
rer Dre) 


I(&) v2 
also 
z+l 
a He 5) 
(18%) = Va 
2 


womit y (x), wie angekündigt, mit Hilfe der Gammafunktion ausgedrückt 
ist. Aus der Relation (48*) erhalten wir den Anfangswert 


‚)= Vz 


und unter Heranziehung des Ergänzungssatzes der Gammafunktion 
den Ergänzungssatz der Funktion y(x) 


(49) y(1—x)=y(x)cot T- 

Die Entwicklung (46) gibt für das asymptotische Verhalten die 
Gleichung 
also 


(50) im I teen 


Ferner gewinnt man aus ihr die Grenzwertdarstellung 


log y (x) — lim | L-NV log @+9+ SZ ge + a 


n>al,-o 


und die konvergente Reihe 


1 nn PEN 1 
log y(e)= „lege — 5 et) log (1 + Ze 


s=0 


$ 3. Die Funktion y («). 17 


für y(x) selbst bestehen daher die Beziehungen 


>) n>» @+1)@+3)-.--«+2n-—1) 
und 
j ! +3 <+5 z-45 
il il Le: 
ae 
(«+ 1)? (© + 8)? . (a 53) 
Die aus dem Schlömilchschen Produkt zu entnehmende Gleichung 
g un 7 z22s 2 IT +2 2 = 
52 v5 + ea SITE 282, 
( ) y(@)=e lo: V2e U Erret 
zeigt, daß y(x) eine meromorfe Funktion von x mit einfachen Nullstellen 
mw 2=0, 2 4,... und einfachen Polen n = —1, —3, 
— 5, ... ist. Die Residuen in diesen erhält man aus dem Ergänzungs- 
satze zu 
@n+n!ı/2 


lim («+ 2n --1)y(x) = 


92an („12 5 
z>-(2n+1) 2°" (m!) 2 


Mit der Funktion g (x) hängt die Funktion y(x) durch die 
Gleichungen 


’ e 1 A 
(53) —@) =>2@) 
log y (x) = log Baer (z) d 
gy@)=leelV +5 \gl)dz 
1 


zusammen. Durch Integration unter dem Integralzeichen in der Legendre- 
schen Formel (28) können wir daher die Beziehung 


(54) logy(2<-+1)= log 12 leer dt (>—1) 
0 


herleiten; aus der Formel (37) von Plana findet man vermöge (48*) 
die weitere Integraldarstellung 


on 


en en 
(55) 1069| ; Bea (> —1) 


{1} 


Eine trigonometrische Reihe für logy(x) läßt sich leicht aus der 
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Kummerschen Reihe (41) für logI’(x) gewinnen. Im Intervall 
0<x<1l finden wir 


; C+logrz 1 Ede 
(56) log y (x) = 5 — „log c0t —- 


On+ 
en = sin (2n + 1)mz. 


Zn+ 


Will man das Spannenintegral der Funktion logy(x) auswerten, so 
stößt man auf die Wechselsumme der Funktion zlogx, wie die 
Gleichung 


+1 


z 
(57) Jıesr (da2= [1og2a: — S ([10g2.4:) Vx 
1 


= rlgr — 3 — Seloge vr 
lehrt. 


Sechstes Kapitel. 


Die höheren Bernoullischen und Eulerschen 
| Polynome. 


63. Bei der Untersuchung der beiden Differenzengleichungen 
AFl@)= go), 


vVeW=PR), 


* 


in denen @(x) eine gegebene Funktion bedeutet, spielen, wie wir ge- 
sehen haben, die Bernoullischen und Eulerschen Polynome B,(x) und 
E,„(x) eine grundlegende Rolle. Diese Polynome genügen den spe- 
ziellen Gleichungen 

AB,@) =», 


auf welche wir in Kapitel 2 ihre ganze Theorie aufgebaut haben. 
Will man an das Studium der Differenzengleichungen 


AF@)= Pl), 


1 -..@n 


n 
v@)=Pß) 
©... On 

herantreten, die eine naturgemäße Verallgemeinerung der beiden zuerst 
erwähnten Gleichungen darstellen, ein Studium, dem das nächste 
Kapitel gewidmet sein soll, so wird es sich ganz entsprechend emp- 
fehlen, zunächst gewisse Polynome zu betrachten, welche in Parallele 
zu den Bernoullischen und Eulerschen Polynomen stehen. Wir wollen 
sie deshalb als Bernoullische und Eulersche Polynome höherer Ordnung 
bezeichnen [31] und uns mit ihnen im folgenden eingehend beschäftigen. 
Hierbei halten wir beständig die Gesichtspunkte der Differenzen- 
rechnung fest und können dadurch ein vielfach, aber niemals mit 
rechtem Erfolg in Angriff genommenes Problem, das der Verall- 
gemeinerung der Bernoullischen und Eulerschen Polynome und Zahlen, 
in sehr einfacher und natürlicher Weise lösen. Früher ergab sich, daß 


1230 Sechstes Kapitel. Die höheren Bernoullischen und Eulerschen Polynome. 


man zu einer vollständigen Festlegung der Bernoullischen Polynome 
ihre Anfangswerte vorschreiben muß, während die Eulerschen Polynome 
eindeutig bestimmt sind. Hier ist es genau so; wir wollen daher der 
Einfachheit halber mit dem Studium der höheren Eulerschen Polynome 
beginnen. 


8 1. Die Eulerschen Polynome höherer Ordnung. 
64. Der Gleichung 


” \ 
vfi@)=#, 
91... j 
in der » eine nichtnegative ganze Zahl, w,,..-, w, beliebige komplexe 
Zahlen bedeuten, genügt ein und nur ein Polynom. Es ist vom Grade » 


und soll das Eulersche Polynom Ey” (x) vom Grade v und von der 
Ordnung n heißen. Mit ausdrücklicher Hervorhebung der als Parameter 


eingehenden Spannen @,,..-, @, schreiben wir auch Eee (2|®,°'-@,)- 
Offenbar ist Ey” (<\o, ---@,) symmetrisch in den Spannen m,» ---, ®,; 
und insbesondere gilt 
1 TER SR BR EL 
(1) E, (2]o) = w er} 
Aus der Definitionsgleichung 
2 (n) /.ı N = 

(2) VE, (20, :@)=X% 

Di +... @y 
liest man sofort die für p=1,2,...,n—1 gültige Beziehung 
3 Em er n—-p) /.ı \ 
( ) V£, (2\o, -:@,)=E, (2|@y+1°°"@,) 

91 ..@p 


ab, die auch für $?=n richtig bleibt, wenn man 


(4) Ye (x) =x*” 
setzt. In dem rechtsstehenden Polynom treten die für die Differenzen- 
bildung benutzten Spannen w,,..., ©, nicht mehr auf. Man kann daher 


die eine Gleichung (2) auch durch ein ihr gleichwertiges System von 
Gleichungen, nämlich durch 


VE” («0 -@,)= Ei" (jo,.-w 


On 


(n—1) (n-2) ;.ı 
V E, (® | @, >; Bu) Z15 Er; (X | ©, 5: ©,-8) ? 


On-ı 


) ? 


(2*) 
SB. (el) = ar 


ersetzen. 


$ 1. Die Eulerschen Polynome höherer Ordnung. aaa 
Mit Hilfe der aus (2) entspringenden Differentiationsformel 
d 
(5) re Ei” (@)—vE®, (x) 
bekommt man nach dem Taylorschen Satze zunächst die Entwicklung 


(6) E® («+ 1) = I )# EM, (@) 


s=0 


und hieraus für = ©, die Rekursionsformel 


MD BEIDEN) + I mE) 6-12...) 
s=1 


Diese liefert nacheinander alle Eulerschen Polynome der Ordnung n, 
wenn man die der Ordnung n — 1 kennt. Man kann aber auch die 
Polynome n-ter Ordnung explizit durch die Polynome niedrigerer 
Ordnung ausdrücken. Dazu gehen wir folgendermaßen vor. Die 
Gleichung 


Yra)=e[), 


@1 ...0p 


in der p(x) ein Polynom m-ten Grades 


ee). a, 
s=0 


ist, besitzt die Polynomlösung 
Mm 
f@)= D)a,E” («), 
s=—v 


für die wir unter Heranziehung von (6) die Entwicklung 


= o®) 
fa+)=- I ER (y) 


s=0 


gewinnen können. Setzt man nun insbesondere 
(n-p) 
p(&) = E, (e|®,+1 L 200.) 


so ergibt sich nach (3) die Gleichung 
(8) EM (@ + yloy::-@,) 


7 > Br (yio; u ©,) Br elass ”, @,); De 0,10: 
g=0 
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Diese ist die gewünschte Darstellung des Eulerschen Polynoms n-ter 
Ordnung durch die Polynome niedrigerer Ordnung. Für p=0 geht 
sie in (6) über und läßt sich auch in den symbolischen Formen 


(8%) EP&@+y)=(E”@)+E” N): 

(8**) EN” («+ y)=(E" "(+ ER) 

schreiben, von denen die letzte zu der allgemeineren Relation 

(9) EM a +2, + +2)= (Er @)+E"@)+--+E”"@)) 


führt, wobei , +, ++, —n Ist und 2,, %,,..-, x, beliebige 


Zahlen bezeichnen. 
Die Formel (8) gibt zu mancherlei interessanten Beziehungen Anlaß. 


Für p=1 z.B. entfließt die Formel 


(10) Er” (@+9y)= ah Eu (ylo)Er, «jo, ©...) 
0 


s= 
und hieraus für y=0 die zu (7) reziproke Gleichung 


a) Er) = Il) CE’ el 
s=0 
durch welche ein Eulersches Polynom n-ter Ordnung vermöge Eulerscher 
Polynome (n — 1)-ter Ordnung ausgedrückt wird. 
Insbesondere aber zeigt die Relation (8) in Verbindung mit der 
Gleichung (1), daß Ey” (©|w,::-w,) eine homogene Funktion von 
%,0,3.:-,@, vom Grade v, also 


(12) Er” (Ax|io,---Aw,)= KEN (@|o,---@,) 


ist, wobei A eine beliebige Zahl bedeutet. 

Mit Hilfe dieser Homogenitätsrelation läßt sich in Erweiterung 
einer den einfachen Eulerschen Polynomen zukommenden Eigenschaft 
ein Ergänzungssatz der höheren Eulerschen Polynome herleiten, der, wie 
nach unseren Ausführungen in Kap. 4, $1 und 3 zu erwarten ist, 
Aufschluß über den Zusammenhang zweier Eulerscher Polynome gibt, 
in denen eine oder mehrere Spannen entgegengesetzt gleich sind. 
Man findet 


(13) E’(@lo,.-o)=(-1)E” (©, — 2|w,, — 8... — @,) 


_ gm; 
=E, @—w|-o», ER: 0 


weil sowohl das erste als auch das zweite Polynom der Gleichung 


A ER 
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genügen und also beide identisch sein müssen. Natürlich kann die 
Formel (13) auch als Spezialfall der Formel (15) in Kap. 4 gewonnen 
werden. Oft empfiehlt sich die Schreibweise 


(14) Er (© + 0,|o, ---o,) = Ei” (@| — 0,04 «..; @,)» 


nach der sich z. B. durch die Formel 


(n) / 
(15) 122% Bro 0,0) 
— E” («| ZW Va D O4 ©)» p a 
besonders übersichtlich der Fall mehrerer entgegengesetzt gleicher 


Spannen erledigen läßt. Die für p—=n folgende Beziehung 


Ge Er lo, +. Io, -ejo.-o)=(—- 1), (elo,---o,) 


n 


@1 7:7 0% 


iehrt für <= SI en daß bei ungeradem » 

(17) BE ee O4: o,) m 

ist, also E,” (x) bei ungeradem » für alle n eine Nullstelle im Punkte 
Be ehe ne 


u 


Ohne Mühe sieht man ferner, daß auch die höheren Eulerschen 
Polynome für ungerades positives m ein Multiplikationstheorem be- 
sitzen, welches in der Gleichung 


m—1 
| A 
(18) Be 1 EL (z + — IP (x = 10) \ ©); 
s=0 
allgemeiner 


mp1 mı-i 


= (n) Br Sp@p| 
19) DD 1er tr (z He + era, so, 
\ m, Mm, 
sp=0 81 =0 
Be) | ®; 0277 
lb el®, ..., m,’ ae 
(m}, my, ..., m, positive ungerade Zablen, p= 1,2, n) 


zum Ausdruck kommt. Die Funktionen auf der rechten und linken Seite 
genügen nämlich derselben Differenzengleichung. Wenn p—=n und 
Mm, = = m, — m ist, liefert die Gleichung (19) die Beziehung 


I 


m m—1 
s, 04:45, ®, 
>... I 1)at mE (z 2er = n |@,.-- 0,) 


Sn= 1 sı=0 


(20) 


— mE” (mx | PRICE @,): 
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65. Um die Koeffizienten der höheren Eulerschen Polynome 
explizit ausdrücken zu können, führen wir in Verallgemeinerung der 
Zahlen E, und C, gewisse Formen Ey” [w,:--®,] und C” lo, @,] 
In oe Lürzer E” und C,”, ein, und zwar durch die sym- 
bolischen Rekursionsformeln 


(21) (Em 4 @,)” Ev (Em) 2 @,)” Bu" Er», 
(22) (C® 1 20,)” + (C®) _ace, 


in denen man nach Ausführung der linksstehenden Potenzen bei E'® 
und C® die Exponenten durch untere Indizes zu ersetzen hat. Aus- 
führlich geschrieben lauten die Rekursionsformeln (21) und (22) 


D 


21%) IN) EN EDEN 
s=0 


s=0 

(22*) > ® (2 w,)° ci; + Bi ach. 
s=0 

Zur Vervollständigung der Definition setzen wir noch 


E” (o,]= wiE,, V[o,]= wiC, 


& 3 2 
und können Si nacheinander E/ IT > [®, ©, @;]; 


Ce io va; Ge lo, @®,@,],... ermittteln. 

Offenbar sind Em [o,:'-@,] und Pen [®,--@,] Formen »-ten Gra- 
des von ®,,...,®, mit ganzen rationalen Koeffizienten. Aus (21*) 
ergibt sich wegen Ey.+41 —0, daß allgemein auch Zur 1— 0 ist. 


Bedeutet @(z) ein beliebiges Polynom, so lehren die BEN zu (21) 
und (22), daß 


[e7) (Ew) + @,) m p(Ew ah @,) —)2 p(E®-V) . 
pP(C® +20,) + Yp(CW) —2p(Ca-n) 


ist. Allgemein gelten, wenn man p(z) durch @ (+4) ersetzt, die 
symbolischen Relationen R 


F Er) Lo, (n)_ (n-1) 
(23) pP (2 r =. >) 9 (2 + 2) —=29 (2 + T-) i 


24) ® (+4 +9 


$ 1. Die Eulerschen Polynome höherer Ordnung. 125 


Diese Gleichungen sind die Quelle für eine Fülle von Relationen 


zwischen den E®” und den Ca Setzt man-z. B. o(z) = 27 
steht 


‚ so ent- 
@+EmM+ 0) +(@ Em — o,)”=2(8 + En-v)v, 
He@ + LO +e@Hem = 2@ 4 am) 


mit belangreichen Sonderfällen für x — &, ‚und. = = 0 D,: 
Weiter geht aus (23) und (24) hervor, daß die Gleichungen 


Vro=p@+:,). 


@n 


vra—ole+") 


On 
die Lösungen 
EM 


fa-pl--%4+3) 


= rle+)) 


besitzen. Unter Heranziehung der früheren Ergebnisse aus Kapitel 2, $ 2 


(1)\» 
(1) n [00] E 
E, @iod-@-% — 


2) Er@lay0,)-(e-t5+= 145) 
| EIERN! 
s=0 e 2° 2 
oder 
(25*) 2’ EM Be = .. ze (A >> W um 
s=0 
und 
A (n) 
ed elaen-le+F)- er 
s=0 


Damit haben wir explizite Darstellungen der Eulerschen Polynome E 2 (x) 


. ® : (n) (n) 
vor uns, in deren Koeffizienten die Formen E," und C, auftreten. 
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Setzt man in (25*) und (26) speziell x— 0, so findet man 


4... 0, v 
e) ee 
eig, 
(n) ER 
Die E” und c” stehen also in einfachem Zusammenhang mit den 
Pe Er u du 
Werten des Eulerschen Polynoms an den Stellen 2 = — ——. 


und ©=0. Da En für ungerade » verschwindet, ist in (27) das Er- 
gebnis (17) enthalten, daß E,” (x) bei ungeradem » eine Nullstelle im 


Punkte «= u hat, während (28) in Verbindung mit dem 


Ergänzungssatz den Wert 
ee 


Er (o, #0) = 


von BE,” (ex) für =w+:--+w, liefert. 
©, + RR + OD 
2 


Trägt man in (26) «= und in (25) <=0 bzw. 
z—=@,-+:::+4w, ein, so bekommt man Formeln, welche die Er 
durch die C/” ausdrücken und umgekehrt: 


Be (C se ©, ne = @,) "= aN () (©, u © 0) er “ 


s=0 


EEE aD () (0, + +0," "EN", 
s=0 


y 


en 
x n 1 


5 


s= 
66. Mit Hilfe der Relation (26) können wir der Relation (24) die 
neue Gestalt 


(29) FE”) + o)+P(E”@)= 2 PEN") 


geben. Sie stellt den allgemeinen Typus für Rekursionsformeln zwi- 
schen Eulerschen Polynomen zweier aufeinanderfolgender Ordnungen 
dar; z. B. stoßen wir für p (z)—= 2” wieder auf die Rekursionsformel (7). 
Ersetzt man das Polynom @(z), das etwa vom Grade m sein möge, 
durch p(z2-+y) und entwickelt nach Potenzen von z, so ergibt sich 


m 


Em (x ) Eee 1) 
(30) I vomy)= 2, — en. 99 (y) 


e=0 wn s=0 
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und hieraus, wenn beiderseits (n — 1)-mal nacheinander der Mittelwert 


in bezug auf y, und zwar mit den Spannen 42... On-ı, gebildet wird; 
M. 
i Em) (x) n 
7 
(81) N VW =PlRHy): 
s—0 @oı'''@yn 


Diese Formel ist der allgemeine Typus für Rekursionsformeln 
zwischen Eulerschen Polynomen derselben Ordnung. Außerdem gibt 
sie eine Verallgemeinerung der Booleschen Summenformel für Poly- 
nome und legt deshalb nahe, auch die allgemeine Boolesche Summen- 
‚formel aus Kapitel 2, $ 3 auf den Fall des Auftretens höherer Euler- 
scher Polynome zu übertragen. Dies wird in $ 6 geschehen. Für = 0 


a ren folgen aus (31) die speziellen Gleichungen 
c® lo, Bon ae? 
Ba yo) 
en @ @y 
Mm (n) n 
@,+:::+@, E, lo, @n] (s) 
age, > en RN 


67. Mittels der Zahlen E, und C, lassen sich explizite Ausdrücke 


4 a * @, ++ @n-1 
für die Formen en und Gr angeben. Für r—=— oe 


re > p=1lunddr=y=0, $=1 gewinnen wir nämlich aus (8) 


zunächst die zu (21*) und (22*) reziproken Gleichungen 


v 


2) Ef 0)= I) EEE lo, an]; 


(33) eo ---o,]= I, ()orc, ER" To, ---@n-ı]- 


s=0 


Aus ihnen leitet man dann durch vollständige Induktion die an- 
gekündigten Darstellungen 


(92%) - Era le2 
‚! 


ae lee Dani On Dar 


Seas! 


her, in welchen sich die Summation über alle nichtnegativen ganzen 
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Sp. 5, mit ss ++ -—s, =» erstreckt. In symbolischer Gestalt lau- 
ten (32*) und (33*) 


E”[o,---o)]=(Eo, ++ ,Eo,); 
C”[o,---o,]=(4Co,+---+,Co,); 


dabei sind nach der Ausführung der Potenz gemäß dem polynomi- 
schen Satze („E)’ und („C)’ durch E, und C, zu ersetzen. Die vorderen 
Indizes haben wir nur zur Auseinanderhaltung der mit ®,,..., @, ver- 
bundenen E und C angefügt. Benützen wir diese symbolischen Formeln 
für die E/” und C/”, so können wir den Gleichungen (25*) und (26), 
durch welche das Eulersche Polynom E,”(z) mittels der E,” und 
C” explizit dargestellt wird, die symbolische Gestalt 


y 0 | | | \ = 
2 Da — ”)=(2+,Eo, +s328,+--+,Eo,) 5 


2" E,” 5 0, @,) =@+,09, +4,09, + --+,C00,)” 


geben. 


Die Ausdrücke (32) und (33) für die E/” und C/” sind nur 
Spezialfälle allgemeinerer Beziehungen. Diese erhält man aus (8) für 
@,+.'-+@, _@p+1t "+ @n 


m a 5 “" und y=x=0 in der Gestalt: 


EN {o,.--o,]= I () ER fo, ---o,] EP oprı---@,] 


s=0 
= [ET a i 


y 


c” [w, lass @,] = e W c» [o, A @,| en RN DER: @,] 
s=0 


en (c'® % GM" 5 


wobei $=1,2,...,n—1 sein kann; den Fall $—=1 haben wir schon 
in (32) und (33) kennengelernt. Aus den eben aufgeschriebenen 
Gleichungen gewinnen wir die noch allgemeineren Relationen 


E" 7% (E (pı) Ye EI ER: r EN 
on Ki (c'®» ai CP» + RE: + Ce): k 


unter Pd, Pas -.-,P, Sind dabei positive ganze Zahlen mit a 
+... p,=n verstanden. 
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8 2. Die Bernoullischen Polynome höherer Ordnung. 


68. Um die höheren Bernoullischen Polynome, zu deren Betrach- 
tung wir jetzt übergehen, eindeutig festlegen zu können, definieren wir 
zunächst die den Bernoullischen Zahlen B, und den Zahlen D, ent- 
sprechenden Formen B” lo, | B" und Di’ [o Org DIN 
und zwar durch die re 


(34) (B (m) — o,)” — (B r en - S()ot2 sp 


Nn— 
= _,v BIS; = 


(35) (D* +0, —-(D" 0, = I) D®,— I wi, 
s=0 s=0 


und die Bedingungen 
BP’ [o,]= oi B,, D:’ [wo] = wıD,. 


Aus dem Verschwinden von D; „‚ı kann man sofort auch Di Pe) 
für beliebige n schließen. Die Rekursionsformeln (34) und (35) lassen 
sich, unter p(z) ein Polynom verstanden, auch in die Gleichungen 


(36) p@+B”+o,)-P&@+B”) =o,p(@+B")), 


RM (n) _ (n—1) 
(37) o(? ) & 3 s o(? | 2 5 "=, op +27 s 


zusammenfassen. Diese lehren, daß die Differenzengleichungen 


(38) Afla) = p'(«+B""), 
” pn-V 
(39) Ar@=g («+27 
die Lösungen : 
(38*) fd) =p@+B"), 
DW) — ©,\‘ 
(39*) f@)=P (z ir —_n 
besitzen. 
Das Bernoullische Polynom n-ter Ordnung und v-ten (Grades 
Bo («|o, '--@,)= De (x) erklären wir nunmehr folgendermaßen. 


BD (z|®,) ist das Polynom, welches der Differenzengleichung 
AB («|o,)= re” 
[2 

und der Anfangsbedingung 


f 
Nörlund, Differenzenrechnung. 9 
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B.' (0 |0,) = By [o;] 
genügt. BP (x |, ®,) ist das Polynom, welches die Differenzengleichung 
AB, («|o, @,)=?r B,(x|w,) 
und die Anfangsbedingung 
BF (0|o,, o,) = BF [o,, @,] 


befriedigt. Schließlich ist allgemein B}” (2|w,---@,) das Polynom, 
welches die Differenzengleichung 


(40) AB («|o,::-®,)= „Be (2|@,°'" @n-ı) 


und die Anfangsbedingung 
(40°) 8 (0|@,---@,)= B"[o, ---@,| 


erfüllt. Offenbar ist B}” (x) ein Polynom vom Grade » in x. Spe- 


ziell wird 
Br («|o,)= w\ B, = ’ 
ı 


und zweckmäßig setzt man noch 
BO) x”. 


Unter Heranziehung der Relationen (38*) und (39*) finden wir für das 
eben definierte Bernoullische Polynom By” (x) die Entwicklungen 


(41) B® (x | ©, Bine ©) = (x + B"Y 
== >) (%) =’ EB". lo, an ©,| : 
s=Q i 
.... (n)\» 
(42) B." (x | ©, Pi ©) —— (z 2 38 .  @yn 4 nn ) 
5 / p" 5 
. tes 
- I ()Ik- e 
a=0 - 


Aus der Gleichung (42) können wir die Beziehung 


(42*) 2” B” kan be hehe. On ©, ... o,) = N %) x" DIE 


3 pr] 
s=0 
entnehmen, nach der insbesondere 
(43) Bin (at ten) _ Dy" 
v 9 SER 27 


ist, sodaß B” (e|®,‘-@,) für ungerade » und beliebiges n eine Null- 


stelle im Punkte x — tm hat. 


Se 


(— 
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69. Aus der Gleichung (41) leitet man durch Differentiation die 
Formeln 


(44) — Bw er Be KO)R 


a? 


(n) { 
re 1)... p+1)BN,e) 
her. Umgekehrt wird hiernach 


(44*) 


@ı 


1 So 
45)- — | B”(@+t:o,---w,)d= B* ”(e|og;---@,), 
0 


©, 
sodaß sich das linksstehende Spannenintegral als unabhängig von @, 
erweist. Ferner schließt man aus der Definitionsgleichung (40) unmittel- 
bar, daß sich die aufeinanderfolgenden Differenzen der Bernoullischen 
Polynome wieder durch Bernoullische Polynome ausdrücken lassen: 


p 
(4) A B®@lo,.-0,)=rß@ 1). pH Br @|aprı--@,): 


also für 5 =1,2,* 


p 
(46*) A Bela )= Br ” (| @p41@,)) 


DW dx 2 
Insbesondere ergibt sich für $p=n 
n 
(46**) A Be” (lo, ---o,)=’e— 1). —n+1)e”” 
ER 


Man kann daher das Bernoullische Polynom B" (x), ähnlich wie es 
bei den Eulerschen Polynomen war, auch als Polynomlösung einer ein- 
zigen Differenzengleichung, nämlich der Gleichung (46**), definieren. 
Dabei muß man dann freilich, um Eindeutigkeit zu erzielen, noch die 
Werte der eingehenden „» willkürlichen Konstanten vorschreiben. 

Für = rt bzw. 2&—=0 bekommen wir aus (41), (42) 


und (42*) 


DP = (@B® 10,4 +0 - N) 2" + +o) BR, 


s=0 
BD _ 0, —.- a) =-I-Y) a tt) DR, 
s=0 
BR - (DM, +: +0) = N) + +0)" DR. 
s=0 


wodurch die D!” mittels der B.” ausgedrückt sind und umgekehrt. 
g* 
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70. Die Relation (36) läßt sich auch in der Gestalt 


(36*) 9(B" (©) + ©,) — p(B” (@))— @,p'(B"" (e)) 


schreiben und verkörpert dann den Typus einer Rekursionsformel 
zwischen Bernoullischen Polynomen der Ordnungen n und n — 1. Ist 
p(z) etwa vom Grade m-+.n, so gelangt man leicht zu der Relation 


mMm+Nn 


— DER | a 
(47) 3 pa) (Y) -, 3 ya p‘ +1) (y) 


= s=u 


und hieraus durch Differenzenbildung inbezug auf y zu der Gleichung 


(48) 2 


Diese stellt eine allgemeine Rekursionsformel für Bernoullische Polynome 


2 @ n 
A ey)=pM(z-+y). 


u 


derselben Ordnung n dar und liefert speziell für x—0 und 2— ®! 5 Kin 

m 
mW [© Ze ®n) 
Er — en N p® (y) = — pw (y) > 

s—=0 @ı'*""@n 

M 
D® fo, ---@,] n / WALES, 
Fun. 0 (y)= pin (y+ AT te) 

re Ar YW)=P"\y+ s 


s=0 
Ferner kann man aus ihr schließen, daß die Differenzengleichung 
(49) A f@)= pw (x), 
Ri DD 
in der p(x) ein Polynom (m + n)-ten Grades bedeutet, eine Lösung 


f(x) mit 


, BR (x 
(49*) fet+y)= > a 


Pe) PlB"(k) + y) 


aufweist. Von einem höheren Standpunkte aus, als Sonderfall der ver- 
allgemeinerten Euler-Maclaurinschen Summenformel, werden wir die 
Gleichung (48) in $ 6 ins Auge fassen, während uns Verallgemeinerungen 
der Entwicklung (49*) für die Lösung der Gleichung (49) in Kap. 7 
$ 1 begegnen werden. 

Trägt man in (48) 


P(y)= BR (vl, ‘**@n4p) 


ein, so folgt in 
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5 ) 
(50) Be (x IE y | mE ®,+p) 


: 

3 ’\om/ (p) 

%) Bs («|®,:::@,) BZ, (y | @n41°°- @n4+p) 
s=0 


= (B* (2)-# By)” 


eine Darstellung des Bernoullischen Polynoms durch die Polynome 
niedrigerer Ordnung. Insbesondere erhalten wir für # — 0 


B®(@+ylo,-.-o,) =D (X)y’"B"(@|o.---w,), 


= 


< 


also die Taylorsche Entwicklung des Bernoullischen Polynoms. Aus 
ihr entspringt für y—=w, die Rekursionsformel 


(51) > e 0, Byr,(x) = ©, vB*7” («), 


s—1 


mit deren Hilfe wir nacheinander alle Bernoullischen Polynome zu be- 
stimmen vermögen und deren explizite Auflösung durch die aus.(50) 
für ö=1,y=0 und n—1 statt n entstehende Gleichung 


y 


(52) B” (x |®, -:-@,) —- (2) DEBBN tr |®,:-"@n-ı) 


s=0 


gegeben wird. Aus (50) leitet man die allgemeine Gleichung 


(50% BP (@&, +2, +: +2) = (B® (&) + B® (x) ++ BP (@,))” 


tier» Dabei bedeuten '9,,.P;,.=.,®, nichtnegative ganze Zahlen mit 
d 4b +: +p,=n und 2,,%,...,%, beliebige Zahlen. 


71. Zur Aufstellung eines expliziten Ausdruckes für die By” [o, ---@,] 


und D” [®, :-:@,] setzen wir in (50)e=y=0 bzw. = rt 2. on 
ee rt a p=1 und n—1 statt n. Dann bekommen wir 
6) Bio, -0,)= 3 ()rB.B” [a ou), 
s=0 
v 
1a 8 (n—1) 
(54) D® (a, ---@,]= I, (2) 2. DI” [o, : 0-3] 
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während sich aus (50*) die allgemeinen Formeln 


! 8 ®n 
3 fa, + 0]= (Boy + +, Bot N roh 0 Bn Bi 


n 


i : 8 $n 
D” (0, @,] =, Do, +2,08. 12 PR a1 0m Du Ds 


ergeben, wobei die Summation über alle ganzzahligen nichtnegativen 
S1> Sg, +. ., $, erstreckt ist, welche der Relation sch, SEES 
nügen. Die letzten Entwicklungen führen weiter zu den Gleichungen 


Br” («0 0)=@+,B0, + +,Bo,)", 


| „0, > 
2, Bm Be ) —(£+,Do, +-::+ Do,) 


und zeigen außerdem, daß ET (x) symmetrische Funktionen 
der Spannen @,,.-:;@, Sind, für welche die Homogenitätsrelationen 


(55) B” [io,,---,io,] = By” [o, ---w,]; 
(56) D® [io,,---, Ao,)] = X Di” [o, ---@,]; 
(57) B” (12|1w,,---‚Aw,)—= AB” (x|w,---@,) 
bestehen. 


Die letzte Gleichung (57) ermöglicht die Herleitung des Er- 
gänzungssatzes der Br (x), welcher in den Formeln 


Bi” («| o,---@,) — (-1)B” (wo, — x 0, — 8a... — ®,) 


— By” (x — 0, | — ©, 4 .-., ®,) 
oder 
(58) B»” (+ 0, |®, @,:-@,) = Bi” (| — ©, @,,..,@,) 


zum Ausdruck kommt. Allgemeiner gilt für 9=1,2,...,n 


(n) { (n)y,! 
(59) Ds +®,+-+@,|@,"@,)=B, (IT OT Og 0, O4 @,)> 


speziell für 9p=n 


(59%) Bo, + +0, —elo, -o)=(— 1)’ 3,” (&|w, ---@,). 


Yw 


Die hieraus für e—= 0 entfließende Beziehung 


Bo, + +0,00) = (- 1 Bo, o,] 
läßt erkennen, daß bei geradem » = 2 u das Polynom Br (x) — Br 
die beiden Nullstellen = 0 und 2=w, ++ @, aufweist, während 
bei ungeradem » = 2 u. +1 von neuem das Verschwinden von Bir +ı(“) 
00, Helieie Ab 0og 


im Punkte = 5 


in Erscheinung tritt. 
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72. An den Ergänzungssatz schließen sich zwei Multiplikations- 
iheoreme an, eins für die Bernoullischen Polynome allein und ein 
anderes, in dem sowohl Bernoullische als auch Eulersche Polynome 


auftreten. Sie lassen sich entsprechend wie das Multiplikationstheorem (19) 
herleiten. Das erste lautet 


(60) N a en a ae @1:-:0,) 
s=0  s1=0 n u 
= m, m,B" en AR 
Hierbei bedeuten Mir ++. My, d=1,2,...,; n) beliebige positive ganze 
Zahlen. Im Sonderfall p=n, m, = —=m,—= m läßt sich die Glei- 


chung (60) in der Form 


m—1 


m—i 
(61) NE er 2, a0.) 


Sn=0V $1=0 


= me Bi" (me|o,:-@, 
schreiben und führt dann speziell für m—=2 und 2w, statt w, zu 
. (n) /. (n) 
(62) VB, @|2@,:-20)=B, (|w,---@,); 
Re 


sodaß das Bernoullische Polynom B/” (|, ::- @,) durch Mittelwert- 


bildung aus dem Bernoullischen Polynom B,” (@|2w, ---2@,) mit 
doppelten Spannen gewonnen werden kann. 
Im zweiten Multiplikationstheorem 


my mi 


0) erraten) 
Sn=0 sı=0 z + 
ur LY° 1 Em @, = 
—i-5 00,41)" +n)E, \® RER 
dürfen m,,..., m, nur gerade positive ganze Zahlen sein. Es ermög- 
licht, die Eulerschen durch die Bernoullischen Polynome auszudrücken, 
und liefert für m, =--:= m, —= 2 die bemerkenswerte Beziehung 


2 n B® («|20, :--2@,) 
(64) Er (x | ©, .. @,) en („+n) er + 1) 2) 


welche die Verknüpfung der Eulerschen und Bernoullischen Polynome 
besonders deutlich zeigt; das Eulersche Polynom Ei” (z|w,--®,) 
geht bis auf eine multiplikative Konstante durch Differenzenbildung 
aus einem Bernoullischen Polynom mit doppelten Spannen hervor. 


136 Sechstes Kapitel. Die höheren Bernoullischen und Eulerschen Polynome. 


Aus der Identität 
Mi Mm 
DED A FR 
8n=0 $s1=0 
immn-ı Imı- 
= (—1"w,::-@, Sr DA f@+2s,0,+'+2s,0,) 
sn =0 sı=0 ©1°''@y 
m. der m.,;..,m, positive gerade Zahlen bezeichnen, erhält man 
schließlich, weil die rechte Seite für ein Polynom niedrigeren als n-ten 
Grades verschwindet, fir v„=0,1,2,...‚,n — 1 als Ergänzung zur 
Gleichung (63) 


Mn—1 mı—1 


Pe B PB ER er 

Durch den Grenzübergang m, — 0, ::-, m, — 20 vermögen wir 
aus dem AMultiplikationstheorem (60) eine Verallgemeinerung der 
Formel (45) für das Spannenintegral zu entnehmen, und zwar gewinnen 
wir unter Beachtung der mit Hilfe von (52) leicht zu bestätigenden 
Beziehung 


Br (20,02 Da a) Br: (te ro uw) 

die Gleichung 
[0] 0 
] di B® | 
er - @, » .. » (X = , in 15 ” C @,) dt 
f) 
—— Br (x | ®,+1 3 @,) ü 

Insbesondere wird für dp—=n 
(65) IL [Br@tas +: +0,1,|®,.--@,)di, = 


Ersetzt man hierin x durch + s,0, ++ s„@„, gibt den s, die 
Werte O,1,..., m, — 1 und addiert die entsprechenden Gleichungen, - 
so erhält man in der Gleichung 


Mn—1 mi—i 


DI De+s u FR 


Sn=0 sı=0 
Mn m, 
— fat, [BP @+ ot, + Ai "ie, t„) dt, 
0 o 


m," My 


n 
ze — : {n) 21 
+1). #-+n) A B,in(& |®,°'"@,) 


MOL Man 
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eine Verallgemeinerung des Bernoullischen Ausdrucks (Kap. 2, $ 1) der 
Summe der Potenzen der natürlichen Zahlen durch Bernoullische Polynome. 
Für &—0 bekommt man aus der Relation (65) die Beziehung 


nk 1 
fan [Bot +0,1)a=0 
bei beliebigem positiven » und n. Bei ungeradem v» — 2 “+1 trifft 
diese Beziehung auch für das Eulersche Polynom E” (x) zu: 
1 1 
Perlen 


wie man durch vollständige Induktion aus der am Schlusse von Kapitel 2, s2 
angeführten Formel 


4 : 
v+1)2° 


und aus der Gleichung (10) entnimmt. Für beliebige » ist der Wert 
des letzten Integrals 


1 
[EI (ot|o)dt= = 
0 


Su u 


1 
di, J E” (4 ++ w,t,)dt, 
0 


(— 1)" y! E 
— 9 I ea rer C.+1: Per Gr @;! on. Wr, 


wobei die Summation über alle nichtnegativen ganzen s,,..-, s, mit 
Zn en nr Fe 3 
Die Gleichung (64) in der Gestalt 


E 1 
3 Pas ER Ca SE ae ee LH 


v f) 
( 
Ne (e\|w,-'-@,) 
liefert für =0 


va B” ( m — -— t dt = az“ lo: u 
a N n|®, 2.0.) 1 3 ogartn I 
=. 


) 


ar 1 
57 


Alle diese Beziehungen, zu denen man noch viele andere hinzu- 
fügen kann, stellen naturgemäße Verallgemeinerungen der bei den 
Bernoullischen und Eulerschen Polynomen erster Ordnung erzielten 
Ergebnisse dar und werfen umgekehrt ein neues Licht auf die Eigen- 
schaften jener einfachen Polynome. Nunmehr wenden wir uns weiter- 
gehenden Untersuchungen zu, welche erkennen lassen, wie die Be- 
trachtungsweise der Differenzenrechnung Ordnung ‘und Systematik in 
eine Reihe von Gebieten hereinbringt, die sonst recht unübersichtlich 
und schwer zugänglich bleiben. 
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8 3. Bernoullische und Eulersche Polynome von 
negativer Ordnung. 


73. Bisher haben wir die Ordnung n als nichtnegative ganze 
Zahl vorausgesetzt. Es erweist sich jedoch als zweckmäßig, für n 
auch negative ganze Zahlen zuzulassen. In Anlehnung an die für nicht- 
negative n gültigen Beziehungen (46**) und (2) 

n 
IN BB (x | ©, FE @,) =: u, 


—n)! 
91...On en)! 


n 
(n) \ 
VE (&]o,-:-®)=? 


91...Dpn 


definieren wir das Bernoullische Polynom von der Ordnung — n durch 


(66) B"@loı ou, A er 


und das Eulersche Polynom von der Ordnung — n durch 


(67) EI" (@)o,---o)—= Var. 

wobei » und n ganze nichtnegative Zahlen sind. Die Bernoullischen 
und Eulerschen Polynome von negativer Ordnung sollen also im wesent- 
lichen die aufeinanderfolgenden Differenzen und Mittelwerte der Po- 
tenzen von x mil nichtnegativem ganzen Exponenten sein. Auf das 
Problem der Differenzenbildung für die Potenzen von x sind wir ja 
schon in Kapitel 1, $ 1 gestoßen. Man erkennt unmittelbar, daß 


(-n) -n-1) | 
(68) AB," (elo,-.-@)= EN wre, (2|®, **@®,4,)> 
On+ı 
a. -n-), 
(69) VE ä («|®,--@,)= E, a "(lo @,;,) 


On+ı 


ist, daß also die früheren Beziehungen 
pin 
(46 *) AB" (@)=»v(r — 1)... — Hp +1) BZ? ), 


4 (n) 
(3) VERWeE"M 


auch für $>n in Kraft bleiben. Wenden wir auf die für nicht- 
negatives n und p bewiesene Gleichung 


v 


(8) Er @+y)= N()EN ER, (y) 


s=0 
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2n 9 
” . . x » 
die Operationen 3% ın bezug auf x und V in bezug auf 
91''"On @1''" Won 91°°'09 @1'@p 


y an, so verwandeln sich in ihr n und pin —n und —p. Dieselbe 
Bemerkung kann man bei der Gleichung 


y 


(50) BP a4 y)= I) BP” (BR, 0) 


s=0 


machen. Die Beziehungen (8) und (50) bestehen also für alle ganz- 
zahligen Werte von n und #. Wichtige Sonderfälle sind 


(N); / - 
(70) E°@+y)= N ()yrE” @), 
s=0 
(—n) = 
(71) BE” &@+ y)= I) vB” @). 
s=0 
Setzen wir noch in Analogie zu früher 
en en »! RP 
B, = B, (0) — me A x A > 
1 @n s=0 
Gr, 10) -2|v 2 h 
[OPEL Or? z=0 


Dear u 


Em _arpgim ® Beh: = 


so lassen die Gleichungen (70) und (71) erkennen, daß die Polynome 
negativer Ordnung durch die B\"” usw. gerade so ausdrückbar sind 
wie die Polynome positiver Ordnung durch die Bi® usw DiesBy 
und CN” sind bis auf multiplikative Konstanten die Differenzen und 
Mittelwerte der Potenzen von x an der Stelle <=. 
Um die B(”” usw. explizit angeben zu können, tragen wir in (50) 
x—=y=0 ein. Die entstehende Rekursionsformel 
Bin 3 (2) BI Bier 
s=0 
ist auch richtig, wenn man C,D oder E statt B schreibt. Man findet 
zunächst 
BI“ n EN Den 2 Dia® — En FEN 


{02} 


v1? 


BI” [0] = Cloer”, 
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ferner für gerades v = 2 u 


EG’ [0] =, DiP[o] = 3°: 
für ungerades v=2u-+1 
EiuHılo]=0, Danle]=0, 
dann allgemein 
Eule, -@,]— 0, Dat lo, @,]=0. 


Durch vollständige Induktion ergibt sich schließlich 


(—n) Ber 3, v! a, 
>, lo, :--@,] = G, 2: --Bare On > 


la are el len, 


wobei über alle nichtnegativen ganzen s,,...„‚s, mt, +4: -+s, —r 
zu summieren ist, sowie 


= 2 u)! 
a I : - wi... 
Desle on 1= 2 2! > wit..." 
2u 1 nI7 (5, +1j1-.-&, +1)! 1 n >» 
worin die Summation über dieselben Werte von Su s,„ mit Aus- | 
nahme der ungeraden läuft. | 
74. Nehmen wir in (50) und (8) $= —n, so entsteht | 
(72) (© — y)” = PS () B” (x) BC? (y), 
su 
(73) @+V= I )E” (x x) EZ" ei 
s=0 


insbesondere für y_=0 


&; . 
en, %) B| "RB Bi ie), 


= Sa CH PEN, a. 


s=0 


Diese Rekursionsformeln liefern die Bernoullischen und Eulerschen 
Polynome n-ter Ordnung ohne Durchgang durch die Polynome niedrigerer 
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Ordnung, wie es bei (50) und (8) der Fall ist. Sie lassen sich auch 
in der Form 


y 


schreiben. Aus diesen Beziehungen liest man ab, daß die Bernoullischen 
und Eulerschen Polynome linearen Differentialgleichungen mit konstan- 
ten Koeffizienten genügen, für welche sie die einzigen rationalen Lö- 
sungen sind. 


Wenn man in (72) e=y= 0 wählt, so bekommt man in 


y 


(1) DI ae 


= 0, N 


eine für die Berechnung der Formen B{” mit positivem n sehr nütz- 
liche Relation. Die B/”” von negativer Ordnung sind nämlich durch 
einfache Differenzenbildungen zu gewinnen und von einfacherer Natur 
als die Be und man braucht sich, um (74) anwenden zu können, 
nur die B{"" zu verschaffen. Für die C®, D/®”, E” gilt dasselbe, 
wenn man in (74) C,D,E statt B schreibt. 

Alle Ergebnisse für die Polynome positiver Ordnung bleiben unter 
sinngemäßen Abänderungen auch für die Polynome negativer Ordnung 
gültig. Beispielsweise können wir für die Relationen (62) und (64) 


N 
VB” (@|20,:--20,)=B,”(x|o,:--@,), 


277 On 


An di” m 
ABY («|2w, :---20,)= —E, (lo, @,) 
@1°'-@n dx 


unter Heranziehung der Formel (12) aus Kapitel 1, $1 


AV=VA=A 
folgendes ersehen: 


N 
BI” (@|2o,---20,)= VB” (e|o, wo); 


@°'"@0n 


N n 
I Ber E20, 20 )= A EN” (x|o,:--@,)- 


dx" 01: om 
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84. Ausdruck von Differenzen und Mittelwerten durch 
Ableitungen. Erzeugende Funktionen der Bernoullischen 
und Eulerschen Polynome. 

75. Es sei f(x) eine in einer gewissen Umgebung des Null 
punktes reguläre analytische Funktion. Wenden wir in der alsdann 
gültigen Maclaurinschen Entwicklung 


f@)= Ir” (0) 


v=0 
n n 
beiderseits die Operationen A oder \Y an, so entsteht 
n B‘ N) (x 
Af@)= N fern (0) u £ 
@91'’''@®n v0 ? 
n EN _ ) 
Vro- Nm 


@1''"@y en, 


Vermöge dieser Formeln werden die Differenzen und Mittelwerte der 
Funktion f(x) durch deren Ableitungen ausgedrückt. Die auftretenden 
Reihen sind konvergent, wenn die absoluten Beträge der Zahlen x 
und ® genügend klein sind. Die umgekehrte Aufgabe, Ableitungen 
durch Differenzen auszudrücken, werden wir in Kapitel 8, $ 7 lösen. 

Beispielsweise wird für die Funktion f(x) = e*t, für welche wir, 
wie schon in Kapitel 1, $1 erwähnt, die Differenzen und Mittelwerte 
leicht explizit aufschreiben können, 


© 
(tie. ( a1) ert LS, ir are 
(75) ET. er; „Br (@|®,::-@,)» 
1 n =0 
(e®ı ©L 1) A ont 1 rt © Pi ® Fa 
(76) en Se Par Lage =. "(x|w ©) 
u v=0 


wobei die Reihen für alle & beständig konvergent in £ sind. Damit 
haben wir die erzeugenden Funktionen der Bernoullischen und Euler- 
schen Polynome negativer Ordnung gefunden. Sonderfälle sind 


=” 
ein RB kn IE DA Tec) 
 E —_ y! z ’ 


sin o,t- + sin@nEt _ N 1) x p!-®” 
ae an ee re > 
en ! 


n 
@*' Ob 


© 
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WERT rc,” 
„N j en y! 3 v 
A 
Sr n) 
COS @, E:-- COS @, = (- vr y: ar i 


Um auch für die Polynome positiver Ordnung die erzeugenden 
Funktionen aufzustellen, gehen wir folgendermaßen vor. In Verbindung 
mit Gleichung (74) schließt man Br (75), daß die erzeugende Funktion 


der EB ) zu derjenigen der Bun reziprok ist, daß also 


e) 
@ 0,8” I” (in 
a er Don 


gilt. Wegen 


s=0 
finden wir schließlich 
7) a ER — Ton) 
(77) a Zu @|o,---@,). 
Auf entsprechendem Wege ergibt sich über die Beziehung 
In a, (n) 
een rer 


hinweg die Relation 


n ‚et 
(78) 22 Here 9,''@,)- 


(et 1) a! (e®rtı 


Die in (77) und (78) auf der linken Seite stehenden Funktionen sind 
die erzeugenden Funktionen der Bernoullischen und Eulerschen Polynome 
höherer Ordnung; die rechts auftretenden Reihen konvergieren für 


ll <min(| |; 


bzw. 
| . ( | 7 IT ) 
|t|j<min hen En I 
beständig in x. Für = en. erhält man die Formeln 


I n ale 


sino, t---sin@„t _ 
v—=( 


2) 
13% (n) 
sec @,t..-sec@,.t= > (— 1) a Ba 


v=0 
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Im Falle n„=1, w, =1, also bei den gewöhnlichen Bernoullischen 
und Eulerschen Polynomen und Zahlen, haben wir die soeben an- 
geführten Entwicklungen bereits in Kapitel 2, $3 kennen gelernt. 


85. Zusammenfallende Spannen. 


76. Was tritt ein, wenn zwei Spannen zusammenfallen? Wir wollen 
beweisen, daß sich dann ein Bernoullisches Polynom n-ter Ordnung mit 
Hilfe dreier Bernoullischer Polynome (n — 1)-ter Ordnung, ein Euler- 
sches Polynom n-ter Ordnung mit Hilfe zweier Eulerscher Polynome 
(n — 1)-ter Ordnung linear ausdrücken läßt. Zu dem Ende differen- 
zieren wir in der Gleichung (77) nach »,. Dann entsteht 


n „xt @ --"@y gn+1 ,atoyt 


u een (n) ... ne Be 1 = —— 
Sum? ae 2) ern. een er Pe 


Die rechte Seite geht, wenn man nach Potenzen von Z entwickelt, 
über in 


1 ut” h 
Be = (n) („| \ (n+1)/, | e 
= 3 [2 @|010,.--@,)— BE” («+ 0, |0,0,0,:-0,)]; 
»—1 
durch Koeffizientenvergleichung bekommt man daher 
(n) Be 
an B, (|, @,::@,)=B, (2|®,@,:--@,) 
(n+1) 
— B, + 9,|,®,®,:..@,)- 
Schreiben wir diese Relation in der Gestalt 
(n+1) \ . 
(79) B, (©|®,®©,@,:--@©,)= By” (x|®,®,-:-@,) 
(n) © | 
— vo, B,-ı (8 | ®,®,:--@,) — ®, > By" (x|®,@,--- ©); 
ı 
so erscheint, wie wir behauptet hatten, BE’ («| ©,®,@,°'-@,) durch 
drei Polynome n-ter Ordnung ausgedrückt. Ganz entsprechend findet 
man durch Differentiation der Beziehung (78) nach ©, 
(n-+1) 
(80) Er" (2|w,0,@,‘--@,)= 2E, (z|®,@,:--®,) 


2 ö 
PRITEe 


7 
+1 (®| 0,@,°::@,): 


Setzen wir © —=0, so bekommen wir folgende Ausdrücke für die 
(n+1) (n+i , : 
Formen B, und E,"*" mit zwei zusammenfallenden Spannen: 
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(29) Ban) lo, @,0,°--o,|= Bu [o, @g°*'@,] 
— v0, Bro1 [o, @g-@,] — o, 2 By (®,@g:'@,], 
(80*) ol o,)=2 CH” Ba @g°°@,] 
+ — Lie, Gh lo, ®,*--@,]- 


77. Noch viel wesentlichere Vereinfachungen treten ein, wenn alle 
Spannen denselben Wert annehmen, z. B. den Wert 1. Dann erhalten 
wir gewisse Zahlen und Polynome, welche z. B. bei vielen Unter- 
suchungen im Gebiete der Gammafunktion und verwandter Funktionen 
vorkommen und uns im weiteren Verlaufe unserer Betrachtungen 
oft von Nutzen sein werden. Hierbei ergeben sich auch mancherlei 
interessante Aufschlüsse über die Faktorielle (x — 1) (x — 2): (x —n). 

Die Gleichung (77) für die erzeugende Funktion der höheren 
Bernoullischen Polynome geht im Falle lauter gleicher Spannen vom 
Werte 1 über in die einfachere Beziehung 


gr .@E 


ey 


Er 
BR, tl <2z, 
vu 
aus der man durch Differentiation nach £ und Anwendung der Differenzen- 
gleichung für B+” (x) die Formel 


a) B’@)=-(1-2)B"@)+@-mWiBN,(«) 


entnimmt. Diese Formel gestattet, unter Zugrundelegung der gewöhn- 
lichen Bernoullischen Polynome B,(x) nacheinander die Polynome 
B (x), BP («), ... zu bestimmen; sie gilt übrigens auch, wenn n 
negativ ist, wie man durch Differentiation der erzeugenden Funktion der 
Polynome von negativer Ordnung erkennt. Für die Eulerschen Polynome 
En die analoge a 


(82) EDEN) —-2(@—n)EN (a). 


Insbesondere ergeben sich für &—0 als Rekursionsformeln für die 
Zahlen BT und der die Gleichungen 


(81%) Bl 2a vB, 
1 
(82*) Vi re 


Auch wollen wir für später die Beziehung 


Ber+D A (1 > 2) B" 


anmerken. 


Nörlund, Differenzenrechnung. 10 


146 Sechstes Kapitel. Die höheren Bernoullischen und Eulerschen Polynome. 


Beachtet man, daß 


5 
(+1) __ v\ (n) 
B; ur ) (JB 

s=0 


W; 


N ICE. 


s=0 


ist und daß alle B, mit ungeradem Index größer als 1 und alle C, 
mit geradem positiven Index verschwinden, so liest man aus (81%) 
und (82*) die weiteren Rekursionsformeln 


(83) En =: St-2° (1) 2.82. 


s=1 


84) ee SH 1) 2) GA 


ab. Die Rekursionsformeln (81*), (82*), (83), (84) sind besonders ge- 
eignet zur Bestimmung der Größen B® und C”. Mittels der Glei- 
chungen 

5 p" Yin (2 B” en n)”, E”= (ee n)” 


kann man nachher die p” und E” ermitteln. Alle diese Größen 
treten bei vielen Problemen der Analysis auf. Sie sind Polynome in n, 
2. B. ist) 


{n) n 
B®=1, BO=—5; 
(n) n(3 n—]) (n) e n?(n = 
N a Fr. 
Bm n(15n®— 30 n?+5n-+ 2) B® "(an -N)Bn—7n—2) 
N ee 4 RN: DR 22,0 


Dies legt eine neue Verallgemeinerung nahe. Während bisher die 
Ordnung n eine ganze Zahl war, kann man sie jetzt als beliebige 
komplexe Veränderliche ansehen. Die so definierten Polynome B” sind 
dann die Entwicklungskoeffizienten in der Reihenentwicklung 


t ni 5 (2) Br 
Er) - IE: > i]<2a, 
bei komplexem z, welche als Sonderfälle die Reihenentwicklungen für 


die erzeugenden Funktionen der Bernoullischen Polynome mit lauter 


') Weitere Angaben über die Polynome B/® sowie über die Polynome D(®) 
findet man in Tafel 5 und 6 am Schlusse des Buches. 
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gleichen Spannen von positiver oder negativer ganzzahliger Ordnung 
enthält. Eine andere Reihe, in der die B® vorkommen, ist 


flog i+9e_, er 
oe iS 


t = vi z+v ’ tl<1. 


78. Wählt man in (81) »=n, so entsteht die Relation 
Kira) =(e— n) Bm (®). 
Wegen By (x) —=-1 folgt aus ihr 
(85) Br) -(@-1)@-2)- km), 
also wird 
Br =(— 1)"n! 
‚und 
Ze 
Dee (— 1)? (1-3-5-7---(n— 1))? für gerades n, 
DNS) für ungerades n. 
Durch (85) wird die Faktorielle (« — 1)::-(« — n) als Bernoulhi- 
sches Polynom ausgedrückt. Weiter kann man schließen, daß 


z+1 


Br (= | lt Den aı. 


also speziell 
1 


BP = [tt - )E—2)--(tn)dt, 
Barı = nn 


ist. Andererseits gewinnen wir für» <n 


Bo DT a an Ag Den), 
(86) er @-1)@ -2)--(@—n) 
insbesondere 
1 1 1 1 
BD Ye en +25t+ +5) 
und 
2 1 1 1 
N 
n+2) GC 8 n e% | a fü ad 
2,6220 4 ür gerades n. 
D, Te 2 [Sl = 


10* 
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Die Formel (86) gestattet, die Ableitungen der Faktoriellen 
(x —1):--(« —n) durch die BN"*” (x) auszudrücken. Insonderheit erhält 
man’im Punkte e0Mr => 012 70R 


ar \ on a4) 
(F@-9)@-9-@-M) mE 
woraus sich folgende Entwicklung der Faktoriellen (« — 1)---(@«—n) 


nach Potenzen von x ergibt: 
n 
(x — 1)(® — 2)--- (© — n) —), () ee 
s=0 
Diese Entwicklung lehrt, daß die in ihrer Bedeutung zuerst von 
Stirling [2] erkannten Zahlen (— 1)* () Be es <n positive ganze 
Zahlen sind. Bei der numerischen Differentiation und Integration in 
Kapitel 8, $ 7 werden wir oft auf den eben auseinandergesetzten Zu-. 


sammenhang der Faktoriellen mit Bernoullischen Polynomen zurück- 


zugreifen haben. 
Wenn wir in (81) n=1,2,... setzen und vollständige Induktion 


anwenden, gelangen wir zu der Formel 


(7) Br )—n+1)(, a) er 1). -(@—m)] 


A Re‘ Erf (x) m 
RE NMBN EN et 
s=0 


Sie ermöglicht, die Bernoullischen Polynome beliebiger positiver Ord- 
nung mit lauter gleichen Spannen in einfacher Weise aus den Ber- 
noullischen Polynomen erster Ordnung aufzubauen; für » <n reduziert 
sie sich auf die Gleichung (86). Bei den Eulerschen Polynomen be- 
steht die ähnliche Beziehung 


(88) END) na — Era) Dil 1) @-9---(@— m] 


ar {N (n+D) 
Sy (EB. 
s=0 
Für 2 = 0 bekommt man aus den letzten beiden Gleichungen die Be- 


ziehungen 
n 


Bed, (n Se 2 re a en Br+D, 


s=0 


RUE jur 2 
3% ES Ebel N Em RA 


an 
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Vergleichen wir die Entwicklung der Faktoriellen (& — 1): (« — v) 
nach Potenzen von & 


@-1)@ 2): )= I?) a’ BC 


s=0 


mit der nach der früheren Formel (50) bestehenden Gleichung 
BI — >. Bela), 


so können wir die symbolische Relation 


(89) Br +2—1) (2 i2— 2)... (B® Have Brtr+D (x) 


ablesen. Insonderheit ergeben sich für =0,1,v»n--1,v-n 
folgende Rekursionsformeln: 


NE Es ae 


BB 1B® 2)...(B" v1) ee 


(BPHn+1)(B"+n+2)..- (BP +n tr —1)(B" tn tn)=(-1)'BttN, 
(B®’+n)B"4n-+1)(B”+n+2)---(B" n-tv —1) (te on 
Für n=1 vereinfachen sich die rechten Seiten zu 
y 1 1 Li 
rt) 
1): 


ns 
2: Hat 4) 


SET 
Analoge Entwicklungen sind für die pD® vorhanden; man be- 


. . N 
kommt sie, wenn man in (89) x durch + 5 ersetzt. 


79. Die für ein Polynom »-ten Grades bereits in Kapitel 1, $ 3 


in der Gestalt 
- Art 
s=U 


hergeleitete Newtonsche Interpolationsformel ermöglicht für f (©)—=By” (x) 
die Darstellung 
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(90) Bea 4 = N ()2@-2)- -(@—s+1)B" (Y)- 


Diese wichtige Gleichung enthält bei » >n Bernoullische Polynome teils 
positiver, teils negativer Ordnung und ist die Quelle einiger sehr be- 
merkenswerter Relationen. Für y=0 und y=1 liefert sie unter Be- 
nutzung der Beziehung 
er, 
die Gleichungen 
B («) = I ()e@-1)--- («—-s+1)B, = 

s=0 
durch welche das Bernoullische Polynom B}” (x) nach Faktoriellen 
entwickelt wird, und 


v 


pn-3) 


BE) = (n-») I: )e-)@-2)-- (© —s) — 


n—S 
s=—0 


Weiter gibt die Formel (90) für n—=0 in den Relationen 
v {®\_; 4 pl; 
+7 = (ee 9-42 0), 
s=0 
e - S,(:) Busen (€ —s+1)B, 
s=0 
Entwicklungen der positiven Potenzen von x, von denen die letzte zur 
Entwicklung der Faktoriellen (x — 1) --- («— ») nach Potenzen von x 
reziprok ist. Schließlich führt die Gleichung (90) für » = n einerseits 
nach Division durch x mittels des Grenzübergangs 2—0, y—0, 
andererseits für «= n zu Rekursionsformeln zwischen den Zahlen B(”, 
nämlich zu 
N 
z_eu 2 
a B=skT St 


und 
TR (s) ) 
Sr ® er 2. 1 n En“ 
PN Wr 
s=0 
Die Zahlen BR! treten als Koeffizienten in der Reihenentwicklung 


ur Bea SE% 
(1+2)log (1-1) Fe »! 
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auf und sind 2. B. auch für die mechanische Quadratur von Bedeutung 
(vgl. Kap. 8, $ 7). Die ersten von ihnen lauten: 


(0) 69) 1 a __5d (8) 9 
DB) —aR B, wen Bas =o» B3 ee 
W251 (8) 475 
IB 50° B; erg 


bis zu BR können sie aus Tafel 7 am Schlusse des Buches ent- 
nommen werden. 

Wenn man schließlich in der schon vielfach benützten Bezie- 
hung (90) n=»-+1 nimmt und zur Abkürzung die Faktorielle 
(© — 1) (&— 2).--(e— s-+-1) mit x” bezeichnet, so entstehen die 
merkwürdigen Relationen 


(x A yy! Er: De ya 


s=0 


Be BR Le v! Bl, ,,. Bnl 
(X, | T%, Sig +%,) - Ep: Sa x T 5) 


die durch ihre ganze Bauart dazu auffordern, sie den binomischen und 
polynomischen Satz der Faktoriellen zu nennen. In der letzten Gleichung 
wird über alle nichtnegativen ganzen s mit s, + -----s,—» summiert. 


8 6. Verallgemeinerungen der Booleschen und der 
Euler-Maclaurinschen Summenformel. 


80. Um die in $ 1 und $ 2 angekündigten‘ Verallgemeinerungen 
der Booleschen und der Euler-Maclaurinschen Summenformel vor- 
nehmen zu können, führen wir gewisse mit den Eulerschen und 


Bernoullischen Polynomen E/” (x) und B/” (x) in Zusammenhang 
stehende Funktionen E.” (x) und Be (x) ein [42]. Hierbei setzen wir, wie 
in diesem Paragrafen durchweg, alle auftretenden Spannen w, , @y,,..-, @,, 
als positiv voraus. 

Zunächst befassen wir uns mit der Funktion Ey” (x), ausführlicher 


Er («| o,:::@,)- Diese Funktion soll der Gleichung 


(91) VEr@)—0 


DO 


genügen und außerdem im Intervall O<2z<w, +41 @, mit dem 


Eulerschen Polynom E}” (x) übereinstimmen, es soll also 


(92) Er@lo,---o)=EM@lo m), 0<Se<a, + tm, 
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sein. Durch diese beiden Bedingungen ist die Funktion Ey” (x) ofien- 
bar für alle reellen Werte von x eindeutig definiert. Sie ist stetig 
im Intervall 70 =2 0, 4°. 7 @,, für v»>0 auch im Punkte 
2<=@,+':'+o,, weil dann, wie der Grenzübergang x2—0 in der 
Definitionsgleichung des Eulerschen Polynoms u (x) zeigt, die Werte 
vonE im (2) und EB» (x) im Punkte zo, = 0, übereinstimmen. 
Nach (91) besteht also bei » > 0 Stetigkeit überhaupt für alle reellen x. 
Hingegen besitzt die Funktion Er (x) Unstetigkeitsstellen. Um sie er- 


mitteln zu können, bemerken wir, daß allgemein die Funktion E* (z) 


J 


die Gleichung 


(93) VE” («|®,--@,)= Er tele 
befriedigt. Denn einerseits ist diese im IntervallO <r<w, +: —- @®,, 
nach den Eigenschaften der Eulerschen Polynome sicher richtig, und an- 
dererseits verschwinden die (n— 1)-ten Mittelwerte der rechten und linken 
Seite. Nun ist, wie wir schon in Kapitel 2, $ 3 festgestellt haben, die 
Funktion Ei) (x|w,) abwechselnd gleich +1 oder — 1 mit Sprung- 
stellen in den Punkten =0, +w,, +2w,,:--, in denen sie von 
=£1 zu +1 übergeht. Zufolge der Gleichung 


EN (© + @,)—+ ER (@)= 2 Er (2|o,) 
weist daher die im Intervall O<x<@, + w, nach Definition stetige 
Funktion E/ (x|w,, ©,) Sprungstellen in den Punkten #,o, +P,®, 
(#, und #, positive ganze Zahlen) mit der Sprunghöhe 4 (— 1)Patra+t 
und in den Punkten — q,®, — 9,®, (q, und g, nichtnegative ganze 
Zahlen) mit der Sprunghöhe 4 (— 1)**@ auf, während sie in allen 


anderen Punkten, insbesondere in den Punkten $,®, und 9,®,, stetig 
ist. Allgemein ergibt sich durch vollständige Induktion, daß die Funk- 


tion Eu” (lo, ---@,), welche im Intewall O<2z<o,+--+o, 
gleich 1 ist, in den Punkten 
Pı ©; Bra n On 
(Pi; :--, ?, positive ganze Zahlen) und in den Punkten 
Be 0 a 
(9, > ++, q, nichtnegative ganze Zahlen) mit den Sprunghöhen 


Er (+++) EN (dw + + Po, — 0) 


2 ar(— nn PR 


—( = 
Ei" (— PR 2 0) En Ei (— ı 8,07 g 0,7 0) 
ei: arL- a Oi 


un 
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unstetig, hingegen in jedem anderen Punkte stetig und in jedem von 
zwei aufeinanderfolgenden Unstetigkeitsstellen begrenzten Intervall kon- 
stant ist. Wenn 7 Unstetigkeitspunkte in einen zusammenrücken, so 
zählen wir diesen als 7-fachen Unstetigkeitspunkt; in ihm ist die Sprung- 
höhe »-mal so groß wie an einer einfachen Sprungstelle. 


81. Der Difierentiationsformel der Eulerschen Polynome entnehmen 
wir die Relation 


(94) - 


Er E" > „Em, (x), FEN. 

Aus ihr ersieht man, daß E,” (x) für »>0 stetige Ableitungen der 
Ordnungen 1, 2,...,» — 1 hat, während die Ableitung »-ter Ordnung 
unendlich viele Sprungstellen besitzt. Auch der Ergänzungssatz der 
Eulerschen Polynome läßt sich in der Gestalt 


En (©, t ra a1 ©, %) Er) (= 172.2 (2); 2 0, 


übertragen. Ferner bleibt die Gleichung, welche ein Eulersches Polynom 
(n + 1)-ter Ordnung mit zwei gleichen Spannen durch zwei Eulersche 
Polynome »-ter Ordnung ausdrückt, auch bei Überstreichen richtig: 


(95) Fa (x | ©, ©; @®, 1 @,) =2 10 (@ | @®, @g ©,) 
Sl. 
"1090, Fer 


(=|®,@g°:-@,); 


wie man sich durch Mittelwertbildung überzeugt. 
82. Für spätere Anwendungen wollen wir noch das Anwachsen 
der E® (x) bei zunehmendem Absolutbetrag von x untersuchen. Aus 
P2—1, 


0,0) >= -2D/(- 1" Ei” (©-+ sw,|w,) 


2 


(-1)®E (e+P, 0, 


geht, weil E (x) periodisch und beschränkt ist, die Wachstums- 
beschränkung > 

RN 0, ©,)=0O(|® ) 
hervor. Durch vollständige Induktion können wir dann schließen, daß 
(96) E,” («jo, - @,)=0(|2|"") 


ist, daß also EM (x) höchstens so stark wie die (n — 1)-te Potenz von 
x anwächst. 
Als Beispiel betrachten wir den Fall gleicher Spannen von der 


Größe 1. Dann läßt sich ein sehr einfacher Ausdruck für die Em (z) 
angeben. Es wird nämlich 


(9) EN) ES OTE ODE 1): en]. 
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weil einmal diese Relation nach Gleichung (88) im IntervallO <z<n-+1 
gilt und zum anderen durch Mittelwertbildung auf beiden Seiten 


VER) — Er («) 
folgt. Die Gleichung (97) lehrt, daß 


yr 


(1 ee -mME@)+fe) 


m 
ist, wobei f(x) eine stetige Funktion von x bedeutet. Demnach ist Eu" (@) 
unstetig in den Punkten —=---— 2, —1,0,n,n-1,..- und sonst 


nirgends; die Sprunghöhe für ein beliebiges ganzzahliges p=0 beträgt 


7 \ Tr \ Nn— n —1 
Er) ee Be 


Die Darstellung (97) zeigt, daß im vorliegenden Falle von lauter gleichen 
Spannen die in (96) angegebene Größenanordnung von E,” (x) wirklich 
erreicht wird. 

83. Bei den Funktionen B,” (2|w,--- w,) gehen wir ganz ent- 


sprechend vor. B,” (x) soll die Gleichung 


erfüllen und im Intervall O<x<w, + :--+ w, gleich dem Bernoulli- 


schen Polynom B,” (x) sein: 
(99) 3” («| He, BB" (<l\o,.--o,), O0<2 <a, +40. 


Durch diese beiden Forderungen ist B” (x) für alle reellen Werte von x 
eindeutig festgelegt. Bei v<m ist B,” (x) für alle x gleich dem 
Bernoullischen Polynom B,” (x), weil dieses alsdann der Gleichung (98) 
genügt, und daher durchweg stetig. Die Stetigkeit trifft auch für 


v»>n zu, während die Funktion B(” (x |®,°'@,) in allen Punkten 
dia, + + Du, 
(Pi, ---, D, Positive ganze Zahlen) und 
u Sn ee 
(91, +, q, nichtnegative ganze Zahlen) um 


Ba (10, 449,0, +0) Be (dw, ++ 9,0, — 0) 


= — 18,05. @, 


ni ERZEEEBWRYV ALTE 


EEE EEE EEE EEE ET 
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bzw. 


ER ER 10, —:—q,0,— 0) 


= (— 1)" nlo, w,---w 


n 


springt und sonst stetig ist; beim Zusammenrücken von Sprungstellen 
finden wir die Sprunghöhe durch Addition. 


Die Funktion B,” (x) genügt den Relationen 


Bil ng) 1) Be), v2n, 
AB” (@|o, 0 )=»Bi (eo, -@,._,): 
on 
j e 
Bez) nB, 0) aa 


Sie besitzt also für » >n stetige Ableitungen der Ordnungen 1,2, 
..,9»—n—1, während die (v —n)-te Ableitung mit Sprungstellen 
behaftet ist. Ferner gilt 


B® @|o,---@,) = 0(e]"") 
und beim Zusammenfallen zweier Spannen 


(100) B*? (2|0,0,0,---0,)=B” (@|o,0,:--@,) 


— vo, Byr1 (2 | ©, ©; ---w,) — w I Bm (&|o, ©. ---@,). 


Im Sonderfalle gleicher Spannen &, —=w,—= = w,—1 erhalten wir 


ao) Bat ln; SE er te Ye 9 


v—N-+S 
Wegen 
BP )=n@—1)(@— 2): (a—n+1)Bi (&)+ fa) 


mit stetigem f(x) ist also die Funktion By” (x) in den Punkten 
=... —2, —1,0,n, n-+l1l,... mit der Sprunghöhe 


Bm (+0) BP (p-0)=-—nB-1)-2)-(P-n+1), 920, 


unstetig und sonst nirgends. Die Gleichung (101) zeigt, daß die 
Wachstumsschranke 


Br) 0% 0.) Ola) 


wirklich erreicht werden kann und daher die bestmögliche ist. 
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84. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Aufstellung der 
verallgemeinerten Booleschen und Eulerschen Summenformeln [42] über, die 
für Polynome nach unseren früheren Feststellungen die Gestalt 


Emm n 


81) px+h) = DH Zr 7 pN(x)  (P(x) vom Grade m), | 
„=0 u a 
"BR n | 
(48) gm (2 +h)= > == _ A pa) (p (x) vom Grade m — n) ‘ 
v=o " ar @n 


haben. Die letzte Gleichung läßt sich auch so schreiben: 


h) 
p(@ + h)= sn © fa foot br ++ @„8,)di, 
(p (x) vom Grade m). 


Wir beginnen mit der Booleschen Summenformel. Es sei @(z) 
eine Funktion, die im Intervall  <z <x +w, +----+o, eine stetige 
Ableitung (m +1)-ter Ordnung besitzt, und h eine Zahl aus dem 
Intervall O<h<w,-+:'-+w,. Das Integral 


gmd(z tw, — tdi 


@©ı pP“ - On-ı 
läßt sich bei m > O durch Teilintegration zu 


EN (+) #-1 Em (nn »-ı 


. er ; ö 
= Om- %.m! V 07] (m) (x) —— Pd as V o (m) (X ir ii ©) 


und weiter zu 


En) (h) n > Be h) n—1 
n Yon ee: v gm) 


@1*'"Oy O1," @n-ı 


mn __ Nm 
Mi mh 


m! 
.. ” ” ’ 
umformen. Für »n—=1 hat in der letzten Relation das letzte Glied 


wegen Ey (h-+ @,) HAN (h)= 0 den Wert Null. Setzen wir nun 


Rm (x) = hr Hr Ba: m 
so folgt 
Em (A) % 
(102) m (= Rmı@—--"— 9 pm(e) 
0 


und durch mehrmalige Anwendung dieser Beziehung 


mM 
EW n 
a2) RPW-RNM- JM 9 onß), 


u 
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weil wegen O<h<w,-+:::-+w, der Wert E,” (h) mit dem Werte 
Bo (h) des Eulerschen Polynoms übereinstimmt. Zur Ermittlung von 
Br (x) berechnen wir die Integrale K BES oe Unters Be. 
achtung der früheren Ergebnisse über die Sprungstellen und Sprung- 
höhen der in 0% auftretenden unstetigen, stückweise konstanten Funk- 
tionen EX (+2) finden wir 


en 8 
s—1 
2 SE Re Y ep (a+h+0,—d,0,— —d,8,)- 


Dabei bedeuten #,,...,, positive ganze Zahlen, und die Summation 
läuft über alle Werte von 2,,...,p, mit h<pd,o0, +" +p,0,<h+o, 
d.h. über alle Sprungstellen von Ej” (h + £) im Intervall 0<t< D,- 
Für O$” verschwindet das zweite Glied rechts. Durch Addition der 
Gleichungen für s—1, 2,...,n bekommen wir, weil E4” (h) für alle h 
aus O<h<w,—+:-::+o, den Wert 1 hat und die Summen über 
die Sprungstellen, wie man durch Ausrechnung bestätigt, den Wert 
p(x + h) liefern, 


Rey ol) Folc-tn. 


es 
Tragen wir dieses Ergebnis in (102*) ein, so steht in 


m 


j Em) n 
(103) pe+n)= I ——— V p9ld)+Rm (@) 
v—=0 91''"@Qn 
mit 
"E94 s-1 
(103°) RP (a) = — ı3| . Si md (a +0, — tdi 


die angekündigte Verallgemeinerung der Booleschen Summenformel da. 


Für h= re erhält man die spezielle Gleichung 


(n) 
@,+°'°'1@n a, ei; v @») 
7 (« Pr 2 ) a; 2 Z (2m)! BEL „Vur (@) au Rom der 


n 9% E89) ee) Dr 
1 am 2 R (am+1) “a 
Rd = 52) Om)! NV u t)dt, 
Ö 


@.°0@95-4 
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für h= 0 hingegen 
m 


cm n (n), 
10) p@)= I —- 7 prl@)+Rm (@), 


v 
0 v!2 ©1'''On 


= 


n (8) > 
Ed) et 
(104*) Ru (@)= — = a m V gm + w,—d)dt. 
s=19 O1 @s1 


Die letzte Formel ist besonders bemerkenswert, weil in ihr nicht 
mehr die Funktionen En (h-+1G), welche nur für positive Spannen 


definiert sind, sondern lediglich die Eulerschen Polynome Dieng (t) auf- 
treten. Während daher die allgemeine Formel (103) nur für positive 
%,@,,.:., @, gültig ist, besteht die Formel (104) für beliebige kom- 
plexe x, w,,..., @,, wofern nur die Ableitung p"+D(z) für die in 
Betracht kommenden Werte von z stetig ist. 


85. Nach (103) ist das Restglied En (x) offenbar eine symme- 
trische Funktion der Spannen w,,...,@,. Der Ausdruck (103*) für 


Rn (x) läßt dies jedoch nicht in Erscheinung treten und ist daher 
für manche Anwendungen unbequem. Machen wir jedoch die 
schärfere Voraussetzung, daß die Ableitung „®”*V(z) nicht nur für 
2 <z<xe+@w,+':-+o,, sondern sogar für alle z>x stetig ist 
und daß das Integral 


(105) En (-Dpmt+d(z + i)dt 


ZH 


für 2> x konvergiert!), so können wir dem Rest eine symmetrische 
und sehr übersichtliche Gestalt geben. Wir behaupten, daß dann 


je} 


1) Ref 


10) 


Tr (n) 
En (k-3) 


m! 


vVowmd(g id 


DO 


wird. Denn aus der Konvergenz des Integrals (105) folgt zunächst 
die Konvergenz aller Integrale 


Em (-)pm+d(zL d)dt, s=1,2,..,%, 


mg 


!) Es konvergiert z. B. absolut, wenn für ein positives s 


lim „mte pm+d (x) = 0 
>» 
ist. 
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far was Nunist für nei 


(1) 
Rm (©) = 5 En pm rd. 


v 


a) 


Wegen 
VER (@)=0 


[271 


können wir diesen Ausdruck für R (x) auch in der Form 


1 En! h+o,—t 
Rn (x) — [= ae 
& — 5 fr 
en ni 2 pm) (2 N)dt 
0 


n 


A Em 8 2: pm+l (x + 2) dt 


0 
nr 
[= pm+1) 4 t) dt 


schreiben, sodaß für n„—1 die Gleichung (106) richtig ist. Aus 


BL x) — nn (x Ben“ u) 


läßt sich dann durch vollständige Induktion unter Benutzung der Be- 
ziehung 


VER (@)=En (a) 
ihre allgemeine Richtigkeit erschließen. 
Setzt man von der Funktion p(x) und ihren Ableitungen voraus, 
daß für ein positives e die Beziehungen 


image), v=0,1,2,..,m-+]1, 


>» 


bestehen, so kann man von dem Integral (106) aus durch Teilinte- 
gration auch unmittelbar zu der Formel 


’ 


on) ge+n- NE 7 pn a4 


v=0 


nl 


"og 
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gelangen. Man braucht nur zu beachten, daß in der dabei auftreten- 
den Gleichung 


N 
(n) 
1°" Op 
N 
ar I (- 1er V para a 
O1‘ On 
in der sich die Summation über alle nichtnegativen ganzen S,,.--,$, 


erstreckt, die absolut konvergente unendliche Reihe rechts, wie schon 
in Kapitel 1, $ 1 bemerkt, den Wert p(x +. h) hat. 

S6. Die Herleitung der verallgemeinerten Euler-Maclaurinschen 
Summenformel geschieht auf ganz entsprechende Weise. Ausgehend 
von dem Integral 


(n) ir = 
[Zt ag 
(<h<w,++o, pMm+D(z) steigine<z<e +wm,+:-40,) 

finden wir für 
dal (x) = = a erg Fern nr 


bei positivem m durch Teilintegration den Ausdruck 


Ei ea) DR 


Rm+ı(@) = Rı" (@) Pre \ PR). 


ER 


Das Glied Ri” (x) läßt sich auf Grund der Unstetigkeitseigen- 
schaften der Funktionen B.” (k+i) (s=1,2,...,n) zu 
/ BR) Pu, | 
(10) Rr@)=R”@—-—",— A pl@)+ple+M) 


n! 
OO 


umrechnen, und Ri” (x) kann vermöge Teilintegration in der Form 
- n—i1 1 1 
B® (1) 
(n) 7 v ; 
amd - 3 jan |pmetontton)at, 


“Z 0 0 


geschrieben werden, sodaß schließlich die gewünschte verallgemeinerte 
Euler-Maclaurinsche Summenformel 


‚B, m a 


(109) + M)= 


v=0 


1 
fan [or + ass +++ 0@,:,)di, 


0) 


RO £ 
ae AP) + RE (e) 


ri 
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entsteht, wobei der Rest le) ) den Wert 


(n) (k+) s-ı 
(1097 Ra-ı@)= -3 [? a AO gMdEtn,— dt 


= @1°''@51 


hat. Nehmen wir insbesondere A=0 und ersetzen wir gleichzeitig 
p(x) durch pm (x), so bekommen wir in 


) 
> 2 a ade 3 m) (c-+w,— tdi (m > n) 
eine Beziehung, die nicht nur für positive, sondern allgemein für komplexe 
Spannen gilt. Wenn die Ableitung gM+D(z) für z>x stetig ist und 
das Integral 


SBe om+d(z + N)dti - 
: 
für 2>x existiert, kann man dem Rest Ryrı(@) aus L09*) die 
symmetrische Gestalt 
ee E 


(110) Rerıle)= Imtn A pad + t)dt 


(m + a a) [OPEL F7 


geben. Für die Anwendungen ist besonders die aus (108) entspringende 
Formel 


es n 
eTI Br: A ple+t)dt 
? p 
m 
BE) Em nd) n 
= 2 AP" @ + a2 ya 
v=0 j [DPEBEL OFT 
wichtig. 


87. Mit Hilfe der eben aufgestellten Summenformeln wollen wir 
die Restglieder in den Reihenentwicklungen der erzeugenden Funk- 
tionen der Eulerschen und Bernoullischen Polynome 


‚an ochn TE N) er 
re ir a a 
v=0 


(eT7 +1)... (e”®a" +1) 


= ( 
ame u B," (h) 


ea) 00T) = v| 


v= 


Nörlund, Differenzenrechnung. 11 
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ermitteln. Dazu tragen wir in (107) p(x)=e”"* ein und setzen 
x—=0. Dann gewinnen wir 
an aan En) 


—_ _ 2ySe 


(1+e 917) = .(1+e ®RN) 2 v! 


ee ER 
I | I — erntdt. 
[0 
Ähnlich gilt 
m 
©: @nR ern Ss B,(h) R 
ne a 


(1 ee 7) Kar (1 IE DH 7) ger y! 
Bm 
= (— zymHt are di, 


womit die Restglieder bestimmt sind. Aus den hiernach bestehenden 
Relatiogen 


E% (h- ER 
ne ent En rtmr+I Ex 
IR m! ne Die: ji! DE 
0 v=0 
B® (n— ) FR 5; Bee) „” 
mem — + wi 
0 


können zwei nützliche Beziehungen entnommen werden, die wir für 
eine spätere Anwendung (Kap, 7, $1) hier anmerken wollen. Difte- 
renziert man $-mal nach n, so ergibt sich 


> 2 Urs ) tdi — \ Eimipt 1a) r- e- -D)!, ae 
m! a P+m+p +1)! yı N) r 
(0) „= 


Das Integral links konvergiert für 7 > O und divergiert für n=0. 


Da es für „> 0 eine in n = 0 reguläre analytische Funktion darstellt, 


strebt es für „—0 einem Grenzwert zu, und zwar wird 


lim [era — Diretid— Er Ertsslel: 


7n>0 (m+Pp+1)! 


entsprechend gilt 


lim je h—-Ntrentd= An I Bist) (m>n). 


70 
0 
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Mehrfache Summen. 


S 1. Existenzbeweis für die Hauptlösungen. 


88. In den Summenformeln des vorigen Kapitels haben wir die 
Mittel zur Verfügung, um den Beweis für die Existenz derjenigen 
Lösungen der beiden schon zu Beginn von Kap.6 erwähnten Gleichungen 


() A F@)= 6) 


n 

(2) ve@)=Pk) 
zu erbringen, die wir als Hauptlösungen aus der Menge aller Lösungen 
herausheben wollen [42]. Bei vielen der folgenden Betrachtungen über 
die Gleichungen (1) und (2) können wir uns kurz fassen, da sie 
wie die analogen Untersuchungen in Kap. 3 beim Falle n=1 ver- 
laufen. Wir setzen im gegenwärtigen Kapitel durchweg die Veränder- 
liche x als reell und die Spannen w,,..:, @, als positiv voraus. Zur 
Vereinfachung erlegen wir der Funktion p(x) die Bedingung auf, daß 
sie für x > b eine stetige Ableitung einer gewissen, etwa der (m-+-1)-ten, 
Ordnung besitzen soll derart, daß für ein gewisses positives e die 
Limesrelation 
(3) limarspmFD (2) =0 

>» 
besteht. Die niedrigeren Ableitungen von p(x) sowie auch p(x) selbst 
müssen dann, wie man leicht sieht, von der Form 


(4) Bee le) rd, Wein... m-]) 


sein, wobei P,(x) ein Polynom (» — 1)-ten Grades bedeutet und , (&) 
eine stetige Funktion von x mit 


() Im gt" y, (a) = 0 
z>% 
ist. 
11* 
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Unter Zugrundelegung der Voraussetzung (3) lassen sich die Haupt 
lösungen der Gleichungen (1) und (2) leicht aufstellen. Dazu bilden 
wir in Analogie zu den Ansätzen in Kap. 3 die Ausdrücke 


(6)26, (|, :-@,; 7) Da 1)a+ +np(x + 0) g-n +2) 


Be "1 (@-2) 


(7) P.\@ oo; el (n—1)! p(z)e”"*dz 


Er = 1)" w,°@, er P (x no 2) ge wer, 
wobei zur Abkürzung 


9,4. --,0,=Q 

gesetzt ist und die Summation über alle ganzzahligen nichtnegativen 
Werte von s,,...,s, läuft. Diese Ausdrücke sind für 7 > 0 in jedem 
endlichen Intervall b<x<B mit beliebig großem B gleichmäßig 
konvergent. Offenbar genügen G, (x ®,--o@,;n)und F, (x\o,--®,;n) 
denjenigen Differenzengleichungen, die aus (1) und (2) hervorgehen, 
wenn man p(x) durch @(x)e-”* ersetzt; bei F, (x ®, -:-©,;n) muß 
man daran denken, daß BY” , (x) ein Polynom (n — 1)-ten Grades mit 
der n-ten Differenz Null is. Nun wollen wir 7 nach Null führen und 
zeigen, daß dann die Funktionen G, (2|o, --®,;n)undF, (x ®, ---@,;n) 
gleichmäßig Grenzwerten zustreben. Zunächst beschäftigen wir uns mit 
der Funktion G,(x=|w, :-- ®,;n). Wir ersetzen in der Summenformel 


n 


E”(n) n Em (kN) 
pl DE EEE RAUR, + ei pt (z + 1)dt 
v— > We. 0 "on 


x durch + 2, wählen beliebige positive, ungerade Zahlen Ds, 
und geben in 2 den s, nacheinander die Werte 0,1, 2,..., Bi ai 


Multiplizieren wir die so entstehenden Gleichungen mit (— at a 
und addieren sie nachher, so erhalten wir unter Berücksichtigung der 
Formel (15) in Kapitel 1, $ 1: 
Pn-1t Pı-1 n n 
DI Item V f@+M)- vv fe) 
KT 


Sn=0 s=0 n Pı91''"Pn®n 


die Beziehung 
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Pn-1 pı—1 


() S S-ıpttmpl@t+n+9) 


Sn=0 s7=0 
zu) 0 [Em (BI n 
— eu pm ( SZ (m+1) 
Ei Sy ar er: V p (2 Eddi. 
I m! ‚ 
v—=0 Pı®1°'"Pn®n Pı®1“ "Pn@n 


Hierin schreiben wir @(x)e”"* an Stelle von p(x) und lassen nachher 
die Zahlen #,,..., $, unbegrenzt zunehmen. Wir behaupten, daß sich 
dann die Gleichung 


, ’ mn, 
(9) EEE EN » = 


D; [9 (x) e=”®] 


‚fer m N pm+i [p (x SL ) aut] dt 


ergibt. In der Tat besteht das erste Glied rechts in der Gleichung, 
die für p(x)e”"* statt p(x) aus (8) hervorgeht, aus einer endlichen 
Anzahl von Ausdrücken der Form 


G, - a) fr en 2) e-7@+9) 


mit konstantem C,, welche für unendlich zunehmendes 2 verschwinden. 
Das zweite Glied hingegen ist aus endlich vielen Integralen von der Form 


0= AT (h — ) p) (x 1 0) — Desert dt 
0 


aufgebaut, für welche nach unseren Ergebnissen über das Wachstum 
der Funktion E,” (x) (Kap. 6, $ 6, Formel (96)) die Abschätzung 


I0|l< czfir-!(e 0 4 dm enter 29 di < 65 eg e-ntdt 
0 c+% 
gültig ist. In dieser strebt aber bei festem 7 > 0 das letzte Integral 
gegen Null, wenn Q unbegrenzt wächst, womit die Gleichung (9) be- 
wiesen ist. 
Nunmehr lassen wir in der Beziehung (9) 7 nach Null abnehmen. 
Das Integral in (9) können wir aufspalten in das Integral 


[ee] 


1 Tr 7 
= [Era dar d@+ near 


0 


und (m + 1) Integrale, welche bis auf Konstanten von der Form 


Ta [ER pmHi)(g + 1)e-n@+n di 
Ö 
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sind. Für das erste Integral gilt 


lim I, = le Er (h—)pr+d(z+1)dt, 
1) 


n>)0 


weil das rechtsstehende Integral konvergent ist. Hingegen wird 


im zZ —=0 „—=1,2,...,m+1); 


7>0 


denn nach (4) können wir I, in der Gestalt 


SE Er (h—t)y,(@ + i)er=td di 
ö 


+ n” [En (A == £) Pd» (x .— i) emiz+0 dt 
0 


schreiben. Hierin aber nähert sich für 7 — 0 zunächst der zweite 
Bestandteil gleichmäßig der Grenze Null, weil gemäß unseren Bemer- 
kungen am Schlusse von Kapitel 6, $ 6 das Integral 


[ER (mn — 1) tPe-nt at 
> 


für n„—0 einem endlichen Grenzwert zustrebt und #,(x) ein Polynom 
ist, und auch der erste Bestandteil konvergiert wegen 


Im SER) +N)errwrar<Ca fir-ti-neentat 
0 0 
<Cy fe-tme-tdi 
0 


gegen Null. Sonach strebt das Integral in (9) für 7 — 0 dem end- 
lichen Grenzwerte lim /, zu, und ebenso nähert sich das erste Glied 
7>0 

rechts in (9) einem endlichen Grenzwerte. Damit ist bewiesen, daß 
die Funktion G,(&|®, ''-@,; m) je n>0 inb<x<B gleichmäßig 
gegen einen Grenzwert G,(x|w, ::: ®,) konvergiert, der ge 
eine stetige Funktion von x ist und für O<h< 0,+'+o, die 
Darstellung 


am h (nn), _ 
(10) G, (2 +h | o o,)= ST e r pr (x) & ir gm t) dt 


gestattel. Wir schreiben auch 


2 n 
a) 6,@loı 0)=lim6,@lo, oum)=-gp@ v x 
7n>0 5 


DE 
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und nennen die Funktion G,(®|®, --- w,) der (n 4-1) Veränderlichen 
%,@13.::,@, die Wechselsumme n-ter Ordnung der Funktion px). 
Aus ihrer Definition entnimmt man ohne Mühe nacheinander die 
Relationen 


(12) VG,(@|o, u @,) = G1&|8, 0), 
2 

(127) V EA (@ |, 2 @,) >= G,_al2|o, > Ga 
n = 

(12**) V G, (x | ©] ARE @,) => p (); 


[OPERER OF 


sodaß also G,(&|w, :::@,) eine Lösung der Gleichung (2) ist, und 
zwar per definitionem die Hauptlösung. 


89. Der Existenzbeweis für den Grenzwert der Funktion 


F,(®|o,:--w,;n) bei n—0, die Summe n-ter Ordnung von @ (x), 


x 
13) F,@lo, -o)=lmE,@lonoun=Sp@) Az. 


n>0 


verläuft ganz entsprechend. Ausgehend von der Summenformel 


Er 
P(&+h) er A plc + t)di 
m Bm (A) A, (h-1) Mn | 
re A p (2) Be n)! ra w = ) 2. 
=ö u Ba; 0 Wr 


findet man unter Benutzung der Formel (14) in Kapitel 1, $ 1: 


Pn-1 A! 


N N re ES 


TEN an ee 
(#1; ---, , beliebige ganze Zahlen) 
für Oo<h<w,+t::-+w, die Gleichung 
(Bm («+1 — 2) B,") (R) Aa‘ 
am et ED AIG 


n—1)I Hm)! ? 


eh le) 
| pmtd (a +i)dt. 
0 


Ce] 


(14*) 
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Das erste Integral rechts kann wegen 


B® (x+h-:) = (Hear 


(n—1)! »! (n—-1-n)! 
auch in der Form 
a ‚@+h-2) IB" (M) ne er 
j- an) dr) Ta 
v=0 v 


geschrieben werden. Setzen wir zur Abkürzung 


z 
—1 


(15) f@)= ee 4 mr Pla) dz, 
so nimmt die Gleichung (14) die Gestalt 
MER m) in) 
» AM . PEN BEN Er 
I («+hlo, 2: = . = (ei ade i) dt 
= 0) 


an. F,(® w,-..w,) genügt, wie aus der Kette von Gleichungen 


(16) A er (x | Da ©.) = en («| I O1) 
2 ” 
(16*) A 2 (& | u ©,) ve Ps (X u 3 ie Du)» 
1) A Below) = e@) 
hervorgeht, der Gleichung (1); wir bezeichnen F,(x\o,:'' w,) als die 


Hauptlösung dieser Gleichung. 

Die allgemeinsten Lösungen von (1) und (2) bekommt man offen- 
bar, wenn man zu den Hauptlösungen F,(x) bzw. G, (x) willkürliche 
Funktionen r,(®) bzw. p, (x) hinzufügt, welche den Gleichungen 


N n 
A a,@)=0 odr A ph@)=0 


wı'"@g @°''@Oy 


Genüge leisten. Diese allgemeinen Lösungen sind aber funktionen- 
theoretisch nur wenig interessant. Hingegen lassen sich für die durch 
sinngemäße Übertragung unseres in Kap. 3 angewandten Algorithmus 


gebildeten Hauptlösungen eine Fülle bemerkenswerter Eigenschaften 
nachweisen. 
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In der Gestalt 


ae ®) _Sr@) vVa=o(), 
(16***) a En 
A $r@ Dar olr) 


geschrieben zeigen (12**) und (16**), daß man die Summations- 
operationen als die zur Mittelwert- und Differenzenbildung inversen 
Operationen ansehen kann. 

Wenn für die Funktion @(x) die Grenzwerte F_ (x) bzw. G, (x) 
existieren, was unter wesentlich allgemeineren Voraussetzungen, als wir sie 
gemacht haben, eintreffen kann, so heißt p (x) summierbar bzw. wechsel- 
summierbar. Summierbar sagen wir auch, wenn wir irgendeinen der 
beiden Grenzwerte im Auge haben. Es braucht kaum besonders 
hervorgehoben zu werden, daß konstante Faktoren vor die Summen- 
zeichen gezogen und Summen gliedweise summiert werden dürfen. 

Die beim Existenzbeweise nebenbei mit erhaltenen Darstellungen 
(10) und (14) der Hauptlösungen sind von grundlegender Bedeutung. 
Wie sich schon nach Analogie des in Kapitel 3 behandelten Falles 
n=1 erwarten läßt, geben sie vor allem Aufschluß über das asym- 
ptotische Verhalten und über die Ableitungen der Funktionen G,(x) und 
F,(x). Dahinzielenden Betrachtungen wollen wir uns in den nächsten 
beiden Paragrafen zuwenden. 


8 2. Asymptotische Entwicklungen. 


90. Asymptotisch sind die Entwicklungen (10) und (14) in 
zweierlei Sinn: für sehr große positive Werte von x und für sehr kleine 
positive Werte von @,,:.-,®,. Wenden wir uns zunächst der erst- 
genannten Problemstellung zu. Nach Voraussetzung existiert eine ganze 
Zahl m derart, daß 


hm art get (= 0 
>» 


ist. Nun sei » die kleinste positive ganze Zahl mit 


(17) lim 9" (x) = 0 
und zur Abkürzung 
2 (@ () 
(18) DEN = = > p (x = h), 
WER "BR (m) (h) 


(19) | @)=2d I Me—M), 
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wobei die Funktion f(x) durch (15) erklärt ist. In den aus (10) und 
(14) unmittelbar entfließenden Gleichungen 


| TED 
G,(@|o,--o)=L,@+ pP" (x — h) 
yr=r 
FER(-1 
+J o- Z gim+n @+t)dt, 
—h 
= pw (h) 


F,(«@|o,::-o,)=0,(«) { 2 er om (x — h) 


= a (x -- 2) dt 
—h 

streben für £— 00 die zweiten Glieder rechts gegen Null. Dies gilt 

nach unserer Voraussetzung über p'”+D (x) im Verein mit der Wachs- 
tumsabschätzung der Funktionen Z® und B}” auch für die dritten 
Glieder. Hieraus kann man schließen 


(20 lim [G,&@|o®,--®,)—- P,®] =. 
T>% 

(21) lim 7% (x | @, DR @,) u Q, (=)] = 0 ? 
Ton 


sodaß also für große x die Hauptlösungen durch die Funktionen P, (x) 
und Q,(x), d.h. die r bzw. n+ r ersten Glieder der Entwicklungen (10) 
und (14), asymptotisch dargestellt werden. 
Manchmal läßt sich noch etwas mehr aussagen. Wenn etwa für 
ein positives # 
lim @rtP+e pm+1) (x) —=() 
px“ 


ist und > die kleinste positive ganze Zahl mit 


lim 2? pn (x) = 0 


>08 
bedeutet, gilt sogar 
(20*) limar[G,@)— P,(@)]=0, 
on R 
(21*) lim a? [F,(&) — Q,@]= 0. 
>» 


Es kann vorkommen, daß diese Relationen für beliebig großes & er- 
füllt sind, wenn wir nur » genügend groß nehmen. 


2 
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Besonders einfach werden die Funktionen De (x) und Q, (x) natürlich 
wenn man h—=0 ode = AL I 


5 wählt. Z. B. gilt im ersten 
Falle 
r—1 n+r—i1 
cm) l Br 
© 7. v 
a. Ba de 
seo zr! En 


91. Aus den Limesrelationen (20) und (2 
merkenswerte Grenzausdrücke für & n(@ 
wir die aus den Gleichungen (2) und ( 


1) vermögen wir be- 
) und F,(x) herzuleiten, indem 
1) folgenden Beziehungen 


Pn-1 9-1 


w => D- 1)ettnp(c+ Q) 


Pı91"""Pn@n Sn=V 4=0 


(Pi: ---, 2, positive ungerade Zahlen), 


Pn-1 Pn-1 


Di Du A F@)=D: NVo@+ 2) 


P1@01°""Pn@n Pe) ı=0 


(Pı> ---» ?„ beliebige positive ganze Zahlen) 


in Anwendung bringen. Aus der Relation 


Pn-1 M-l 


= N Niet tnp@+@)+P@)-2" vV Pl) 


sSH=0 SO D1@®1.-.Pnwn 


+l,@-B,@-?" v (6W-P,e 


Pı®ı°''Pn®n 


können wir z.B. gemäß (20) schließen 


Pat Piz 
@) = im ler I... Siyertnpe+ 0 
Pıy+--, Dn>al $n=0 = 


FR VB 


1 @ı'''Pn®n 


Sind die in Betracht kommenden Ableitungen von p(x) für zb 
stetig, so sind die letzten Gleichungen für >b+h gleichmäßig 
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erfüllt. Für »=0, also lim p(x)= 0, reduziert sich die Funktion 
>» 


P,(x) auf Null; dann wird also 


ar Ze yetrmpletl). 


In diesem einfachen Falle kann also die Funktion G, (x) als mehr- 
fache Summe geschrieben werden. Die Analogie mit unseren Be- 
trachtungen zu Beginn von Kap. 3, $ 2, als wir an das Studium der 
Hauptlösungen für n—=1 herantraten, liegt auf der Hand. 

Die Gleichungen (22) und (23) lassen sich auch in die Form 


Pn-1 Pı—-1 
22) 6, im far N... S-mermp@+ 0) 
P1,:'»Pn>% 8n=0 8ı=0 
1 1 \ 
®f r j 
3 or = EP lee Fe 


810 51=0 


und 

f Pn-1 Pı—1 

(23%) . Fie)= "Im = 1)" oo, D,--- I plc+2) 
Pr PR 31=0 s=0 


1 1 
=D Nee hatte)! 


Sn=0 s1=0 


bringen, wobei der Strich am Summenzeichen bedeutet, daß der Fall 
Ss ='''=s,=0 ausgeschlossen bleiben soll und zur Abkürzung 


o=s, dh, -1)+.-+s(d,-2 


gesetzt ist. Besonders einfach werden die Gleichungen (22*) und (23*) 
für gleiche Spannen @, = = w,—=_ und für $, = re d,=?- 
Dann erhält man & 


?-1 p-1 
Gl) men 37 Dr at tap(z + Q) i 
2p>% „=0 sı=0 3 
- Int) B@+spo), 
s=1 ; 


a BE 
F„ (2) = lim ie 1)r or 2. I x+9) 
sı=0 
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Andere Grenzwertdarstellungen für die Funktionen G,„(x) und F, (x) 
beruhen auf der Tatsache, daß G, (x) und F,(x) die Wechselsumme 
bzw. die Summe der Hauptlösungen G,_, (x) und F,_,(®) von um 1 nie- 
drigerer Ordnung sind. Daraus, daß G, («| wo, -- @,) und F,(@|o, :--®,) 


den Gleichungen 
V6,@|o,.-®)=G,_,(@|o,::-® 


AF,@|o,:-® 


on 


Yız)ı 


n) N. (@|®,°-®,_,) 


genügen, entnimmt man nämlich die Relationen 


p-i 
(24) 0 (x | ©; a @,) =? lim 1 PNE Lean (x a so,| ©, oe) 


py>2 3s=0 


+(-DPP,(@ +20}, 
(3) F,(@|o,--@,) = lim (Q, (© + b0,) 
p>» 


v1 
= DDR lee so,|®;' zum) 
s=0 


Wenn insbesondere 
lim & (x) = 0 


>» 


ist, vereinfachen sich diese Beziehungen zu 


G,(#|o,:--@,) = 2 1,68, (@ u a0 RL 
s=0 


c+p®n 


Be (+ aon-:2) 
F,(@|o,---o,) = lim [ & EEE p(z)dz 
>» 
a 


p—-1 
— EN N +0}. 
.=0 


92. Mit Hilfe der Identitäten (15) und (14) in Kap. 1, $1 lassen 
sich aus (22) und (23) für x > b-+h gleichmäßig konvergente n-fache 
Reihendarstellungen gewinnen, und zwar 


(26) C,@)=P,@)+2r I 1)jattm v Oele 9) 


DW 


(27) F,)=0, +1", 0,59 (© + 2) _AQ,lc+ 9). 


iron 
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wobei die Summation über alle ganzen nichtnegativen s,,--.-,5, er 
streckt is. Da man, wie leicht ersichtlich, in (22) und (23) auch 
zunächst P,, dann d,,.--, schließlich $, unbegrenzt wachsen lassen darf, 
so können an Stelle der vielfachen Reihen in (26) und (27) auch n-fach 
iterierte Reihen geschrieben, also G,(x) und F,(x) in die Gestalt 


(26%) G,@)=P,() 


x = # 1 
+ard) (1m (-De|ge@+9)— V P@+29)|. 
8n=0 37% 7 @1’'"@n - 


2°) F@)=-0,@) 
3 E @+9)— 


Be) 

N] 
Tele ea, arer, 
Sn=0 s,=0 


A Q0,(«+ 2) 
FREE J 
gebracht werden. 

Die Reihen (26) und (27) sind zwar, wie schon hervorgehoben, 
gleichmäßig konvergent; absolut konvergieren sie jedoch im allgemeinen 
nicht. Wir haben, um den Reihen den einfachsten Bau zu geben, die 
ganze Zahl » so klein wie möglich gewählt. Nimmt man r größer, 
so kann man oft die Güte der Konvergenz erhöhen und, wenn für 
genügend große Werte von m 

lim z2r+: „m (2) — 0 


>22 


gilt, sogar absolute Konvergenz erzielen. 


93. Bisher haben wir die Entwicklungen (10) und (14*) zum 
Studium der Hauptlösungen für große positive Werte von x bei festen 
Spannen @,, ..., @, ausgebeutet. Jetzt wollen wir andererseits x festhalten 
und die Spannen @,,...., @, variieren, nämlich sehr klein werden lassen. 


DATE," (hund. 3,” (h) homogene Funktionen in @,.---, ©, vom 
Grade » sind, stellen (10) und (14*) offenbar Potenzreihen in den Span- 
nen @,,...,@, dar. Sollen diese nach Null abnehmen, so können wir 
mit Vorteil von den Homogenitätsrelationen für die Eulerschen und 
Bernoullischen Polynome Gebrauch machen, indem wir A durch Ah, 
@, durch Aw, ersetzen: 


Ey” (Ah|iAo, :4o,)=4WE” (hlo,---@,) 
BD (A h|iko, + 40,)= zB” (ho, ---@,). 


Dann gewinnen wir die Gleichungen: 


m 
(28) GC, @+Ahlio, --io,)= LE" (hlo, ---@)PR@)-+R,, 


ir 
Il 
o 
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m+n 
(29) F,@+An|io, --io,)=D 5, Br” (ho, @,)f" (@)+R 
v=( 1 


wobei 


mtn? 


o 


zen 
(28*) Km = a m ein, 
0 
j 5m (h—%) 
(29*) Re u | Se SE pmtl(g - At) dt 


0) 


gesetzt und f(x) durch (15) definiert ist. Die Restglieder dieser beiden 
nach wachsenden Potenzen von A fortschreitenden Darstellungen können 
leicht abgeschätzt werden; man findet z. B., daß |R,,,„4 "| bei 
festem x und hinschwindendem 4 kleiner als eine Konstante bleibt. 
Hieraus läßt sich schließen, daß für 


mn , 
pm » 
R, =» Be (h) I (x) Ren 
»=p+1 
bei $p<m die Gleichung 
(28**) a) 
41>0 A 


gilt. Ebenso bekommen wir bei p<m-— n die Relation 


. 7 —» nn 
(29 **) Img = 0, 


A>0 


Insbesondere gilt daher 


(30) limG, (@|2o,:-Ao,)=o(®), 
)1>0 
E73 
„ın—1 
(31) Im Fr, (e a0 20) | N par, 


a 


sodaß also die Summe n-ter Ordnung bei hinschwindenden Spannen 
in die Lösung der in diesem Falle aus der Differenzengleichung (1) 
entstehenden Differentialgleichung übergeht, und allgemein sind die 
Potenzreihen (28) und (29) in A bis zu einer gewissen Gliederzahl 
asymptotisch im Sinne von Poincare. Wenn die Funktion p(x) für 
«> b Ableitungen aller Ordnungen besitzt und für alle genügend 
großen m die Beziehung 


lim art: pm (x) = 0 
>» 
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besteht, dann sind sogar die aus (28) und (29) für m — x entspringenden, 
im allgemeinen, wie schon nach den Erörterungen von Kapitel 3 zu 
erwarten, divergenten unendlichen Potenzreihen in A asymptotisch im 
Sinne von Poincare. Denn dann gelten die Relationen (28**) und (29**) 
für jedes positive ganzzahlige P. 

Wir wollen im Anschluß hieran eine allgemeine Bemerkung einfügen. 
Es zeigt sich, daß die Hauptlösungen G, (x|®, ---@,)undF,(x|®,:--@,) 
in der ganzen komplexen x-Ebene und für beliebige komplexe 
©, :-., @, existieren, wenn p(x) eine ganze Funktion ist, welche bei 
konstantem C und beliebig kleinem & der Ungleichung 


o@)l<Cert= 


genügt. Aus (28) und (29) gehen dann für h = BR die Ent- 
wicklungen 


{0} 


ae \ ag 
G; (m aa | io, 2 40,) ==, PD} Ex[o, 09,] pr (x), 


‘ o 
et ”(2»)! 


[KOPEEE ko,) = PN 4 Dsr [o, ---©,]f” (x) 


F (2 Hi— EEE 
Er (2r)! 


“ 2 


hervor. Wie man durch Heranziehung der erzeugenden Funktionen 
der E® und D;® erkennt, konvergieren diese beständig in A; es 
sind also die Funktionen G,(x|o,---®,) und F,(z|o,---®,) im 
Punkte @ =w,= = w,—0 regulär. Ferner besteht in diesem 
Falle, da die rechts auftretenden Reihen nur gerade Potenzen von 4 ent- 
halten, ein Ergänzungssatz für die Summen n-ter Ordnung; es wird nämlich 


32) 6,s@—w, —:—o,|—-9,:..,—-®)=G,(2]o,---®,) 
und 
8 F,l&@—-w,—:-—o,|- 89:.-.,—-@)=F,(z]o,---®,)- 


Hierdurch erscheint der Ergänzungssatz der Eulerschen und 
Bernoullischen Polynome höherer Ordnung in einem allgemeineren 
Lichte. Er ist nur ein Spezialfall der Relationen (32) und (33). Denn 
die Eulerschen und Bernoullischen Polynome sind Hauptlösungen, eine 
Tatsache, die aus (10) und (14) hervorgeht, wenn man (x) = x” und 
m=—» setzt. Dann ergeben sich nämlich die Gleichungen 


n 
(34) N x y “  —— Er («\o, ... ®,) 
und ö 
n Bm (z|o,---@,) 


E77 
S v r+n 

2 u Z 1 > | 
S ee ++). @+m 


(85) 


$ 3. Die Ableitungen der Hauptlösungen. I. 


Nunmehr kehren wir zu unseren früheren Voraussetzungen zurück. 
Die oben durchgeführte Betrachtung ist auf den Fall zugeschnitten, 
daß alle Spannen gleichzeitig nach Null abnehmen. Die Entwicklungen 
(10) und (14*) geben jedoch auch Antwort auf die Frage nach dem Verhalten 
der Hauptlösungen, wenn nur eine Spanne, z. B. @®,, sehr klein wird. 
Die alsdann in Betracht kommende Umordnung von (10) und (14*) nach 
Potenzen von w, kann am leichtesten explizit aufgeschrieben werden, 
wenn man auf die Gleichung 
VG6G,@ lo. -w)=G,_,(2e|o,‘:-® 


n/ n—1 a) 


on 


zurückgreif. Dann bekommen wir in 


m ” 
— 0, id 
a EN: EN 2 
G,( | ©; ©,) > „1 97 dx’ 


v=0 


Gi (x | TE ou) in N, 
eine Entwicklung von G,(&|®,---®,), die bei festem x, w,, ..., ®,_ı 
asymptotisch für hinschwindendes w, ist und insbesondere lehrt, daß 
(36) lim G, (© | @; a ©,) = Gt (x | ©; = ı) ; 
@n—>0 

gilt, also bei wo, — 0 die Wechselsumme »-ter Ordnung in die Wechsel- 
summe (n—1)-ter Ordnung übergeht. Für F, (@|w, :--®,) liegen die 
Verhältnisse nicht so einfach; die entsprechende Formel werden wir 
in $4 als (51) kennen lernen. 


8 3. Die Ableitungen der Hauptlösungen. 


94. Für die Untersuchung der Ableitungen der Funktionen G, (x) 
und F,(x) setzen wir der Einfachheit halber voraus, daß p(«) für 
x>b stetige Ableitungen aller Ordnungen besitzt und für alle ge- 
nügend großen », etwa für v>m 

Iimart: oa) = 0 

>»r 
gilt. Der Betrachtung legen wir die aus (10) und (14*) für A—0 ent 
springenden Darstellungen 


m cm Em t) 

10m) = + 

v=0 Le ° F 

m+n R_, 

Bw Bm (= 
% e)/ a | 

ae) 2-5") BP eer 

v= 0 
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mit 
- (EI plz 
f (z) zu (n — 1)! 2 
a 


zugrunde. Differenzieren wir in ihnen nach x, so entstehen die Re- 
lationen 


x 


d Em (—1) x 
= ee id == EM RT 1 
ee Dale +2 (z) - | De (x —+t)dt, 
v—0 


0 


m+Hn B® Bm 
RB, wa wi RE 
Er + N net Hat. 


v= 


Vergleichen wir diese Beziehungen mit den (10**) und (14**) ent- 
n z n 

sprechenden Entwicklungen von Sp (2) V x und $p(z) A 2, so 
... a Dy--- 


bekommen wir die Formeln 


a — Er ET 
(37) Ize ale) VW 2= SP 2) © 
[DPERER OP on on 
% z FR e 
d = RE) ss Bn_ı @-e) 
sr A TOR A 
a @1''"@n a Or 


Es sind also die Ableitungen von Summe und Wechselsumme mit Hilfe 
der Summe bzw. Wechselsumme der Ableitung ausdrückbar. 

Nach den Voraussetzungen, welche wir der Funktion (x) hin- 
sichtlich ihrer höheren Ableitungen auferlegt haben, lassen sich 
belangreiche Ergebnisse über die höheren Ableitungen von F, (x) und 
G,„(&) bei unendlich zunehmendem x erwarten. In der Tat findet man 
z.B. durch (m -}- n)-malige Differentiation von F,(x) zunächst 


n—1 


aut n \ 
dx Aymtn Ft -Spminß a a pin (a) 


ao — 


B®) (x — a) 


Fun 


Die rechte Seite kann umgestaltet werden, weil die auftretende Summe 
die einfache Darstellung 


m. A u u u A 
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erlaubt. Wenden wir im letzten Integrale Teilintegration an, so er- 
halten wir schließlich 


(39) Zumtn ER (x) zn pm) (x) nn (— a.) WER, Dgpmtm (© u 2) 


und ähnlich 
D‘ Le Zoe (zw (m+1) ( 
(40) = G,(x) = p (x) + JE (-2)9 (© + 2)dz. 


Für £— x streben die zweiten Bestandteile der rechten Seiten in den 
letzten beiden Formeln gegen Null, während sich die ersten Bestand- 
teile endlichen Grenzen nähern. Demnach besitzen die Hauptlösungen 
für x 2b stetige Ableitungen aller Ordnungen, von denen 


am+n m 


bei unendlich zunehmendem x gegen endliche Grenzwerte streben, wäh- 
rend alle höheren Ableitungen nach Null konvergieren. 
Wenn zu beliebigem 5 immer ein m so ermittelt werden kann, 

daß für » > m die Gleichung 

lim 2? 9% (x) = 0 

>= ee 
besteht, dann gilt, wie durch Verfolgung der Schlüsse dieses Paragrafen 
leicht zu bestätigen ist, bei beliebig großem p immer 

lim ©? GP’ («) = 0, 


Ton 


lim x? F£’ (x) = 0, 


on 


wenn wir nur » genügend groß wählen. In diesem Falle können 
also auf die Funktionen G, (x) und F,(x) unsere beiden Summations- 
operationen, und zwar sogar beliebig oft, angewandt werden. 


8 4. Multiplikationstheoreme und Spannenintegrale. 

95. Aus dem Ausdruck (6) der Funktion G,(&|o, '-: ®,;n) 

6) G,&@|o,: wo; n)=?" EN 1jaır +0 (& + 2)e-nwr2 
läßt sich für 7 > 0, wenn m, eine positive ungerade Zahl bedeutet, 


die Beziehung 
12* 
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m—i 


I Vr6,@+2 0, A br n)= G„( 0,0; 2); 


s7=0 


erschließen, weil in einer absolut konvergenten Reihe die Glieder be- 
liebig angeordnet werden dürfen. Bei hinschwindendem n gewinnt 
man in 

mı—1 


(41) Is YnG, (+20, ai 0) = 6,8, De @,) 


= 0 


ein Multiplikationstheorem für die Hauptlösung G,„(x). Allgemeiner 
können wir wegen der Symmetrie vonG,(z) in ®,,-.., @, schreiben 


Mn—1 mı—1 


=] FE ı Sı @ı ı Sn © | \ 
(42) an, Be . 


8n=0 3=0 
\ 
DO: 
vr Mm, 


(m, „..-, mM, positive ungerade Zahlen); 


. . 10) [07 
es ist also der Wert der Wechselsumme mit den Spannen = RR = 
1 n 


ım Punkte x durch lineare Kombination aus den Werten der Wechsel 


4 
> . , 530 
summe mit den Spannen ®1>.., @, in den Punkten + =— +... 
n i m, 
Sn @y S 
— —— zu gewinnen. 
Mm 


N 


Wollen wir eine ähnliche Relation für die Hauptlösung F, (x) auf- 
stellen, so müssen wir in der Gleichung 


(Bi), @-i2) 
(7) = (® | 2,70 n) = ER 1)! ze () e"?dz 


a 


Be 1)" ©, 0,8, Pc + Q) e-» «+9 


für den ersten Bsstandteil rechts auf die Beziehungen (60) und (63*) 
aus Kap. 6, $ 2, also auf 


m—i 


Ss,@ 
3 gi ( a9, 
„\2-+ =” 


4=0 


(n) | ® 

©, 0,)= m, Bir (| %, ®,°%%, o,) 
(m, eine beliebige positive ganze Zahl) 

und 


Mn—1 mı—i 
(n) Ss, @ Sn ®, 
>... > (— ijat ei DrX ı (® ++. +=elo, oo) 0 
sn=0 8=0 1 Mn | 


m ass m, positive gerade Zahlen) 
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zurückgreifen. Durch den Grenzübergang 7—0 bekommen wir 
schließlich die gewünschten Gleichungen 


mı—1 


) ' 5] ®ı |®, 
(43) Fr, (© + 2:0, 0,)= mr (@]% ,0,...0,), 
sı=0 
allgemeiner 
Mmy—1 m—i1 | \ 
} 5, @ 5,® 
44 ST... SF, (e a es el.) 
( ) 7; n u. m, ! 22 My @, ©, 
Sn=0 sı=0 
© {00} 
—'m, m,F,(e a) 
nn m, m, 


(m, »--, m, beliebige positive ganze Zahlen) 
und 
Mn—1 m—1 


(45) Da St 1ttmr (++ une +0, @,) 


Mn 


S1=0 s4=0 
= ( Io 7) 
= — — [b} ...() (& Fee! ... @n 
( EI nn Im, My! 


(m, ,..., m, positive gerade Zahlen). 


Nach (42), (44) und (45) bestehen für die Summen n-ter Ordnung 
ganz ähnliche Multiplikationstheoreme wie für die höheren Bernoulli- 
schen und Eulerschen Polynome. 

Besonders einfach werden die Gleichungen (43), (44) und (45) für 
= ..:— m, 2; dann liefern sie nämlich die Relationen 


1 

(43*) F,@|o,:®,)=VF,(@|2@,,0,»:..,@,)» 
n 

(44*) F,(@|o,:o)= V F,&@|2w,:::20,), 
n 

(45*) G„(® 0,0) A F,®@|2o, ::-2@,), 


anders geschrieben 


z P7 
> n n > n 
(44#?) Sr26) Ph (77, \e@) RE, 
a [271 [077 @'@n gg 20120, 
pr n a n 
(45**) Spo@) va=- A Se@W) A = 
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durch welche die Summe und Wechselsumme als »-ter Mittelwert 
bzw. n-te Differenz der Summe mit den doppelten Spannen ausge- 
drückt werden. Mit der Vertauschung der beiden Operationszeichen 
rechts werden wir uns in $5 befassen. 


96. Wenn man in der Gleichung /41) den durch ihre Form 
nahegelegten Grenzübergang m, — 0 vornimmt, so stößt man in 
Übereinstimmung mit (36) auf die Beziehung 


N \ 

E [07 | ; 

(46) lim G, & a Day @,) = G,:.;e 0,7 9,): 
min WER: 


während aus (43) die Gleichung 


ee P \ 
t . f 12} 
(47) — | E@&lo,---w)dz=lmF (r|-,@,,--,@,) 
/ ©, HN. 1 n/ n\ m, 2 n) 
& 
ni m> 


hervorgeht, wobei wir das links stehende Integral in Anlehnung an 
unseren früheren Sprachgebrauch als Spannenintegral bezeichnen. All- 
gemeiner ist 


@p @ı 
1 , 
(48) - nett t tar m,)dt, 
0 2410 
ı | [73) 
7 lim Bla Nee ERDE 
Mi newer My>» e> |m, m, p+1?’ n/’ 


speziell bekommen wir für = n aus (48) unter Heranziehung von (31) 
das Ergebnis 


1 1 
(49) Sat, -[F,@+o,t, + +9,08, @,)di, 
0 0 
z 
(x — z)r1 3 


a 
welches mit Hilfe der Funktion F,(& ®,-::@,;n) auch direkt be- 
wiesen werden kann. 
Zur Auswertung des in (47) auftretenden Spannenintegrals 


— [F (© to,‘ w,)dt 
0 


integrieren wir in der Gleichung (14) nach A von O0 bis , und erinnern 
uns dabei an die Formel (Kap. 6, $ 2) 


a 

1 (mn); N \ (n—1 

er BB" (c+tlw,.-o)dt=B, (e|o;---w 
0) 


x 


n/ 
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Durch Vergleich der so entstehenden Beziehung mit der Entwicklung 
der Summe von 


[o@a: 


gemäß (14) finden wir für das gewünschte Spannenintegral die Gleichung 


2 


(50) Dean, @,) = $ (joe )at) A 2. 
0 


(0 PB 777 


Das Spannenintegral ist demnach von m, unabhängig und eine sym- 
metrische Funktion von ®,,...,@,. Der Gleichung (47), auf deren 
linker Seite das Spannenintegral vorkommt, kann man somit auch 
die Gestalt 


E73 

e3 n n—1i 
DER ICEREN TUE 
geben, womit eine am Ende von $ 2 berührte Frage beantwortet ist: 
beim Abnehmen einer Spanne nach Null konvergiert die Summe n-ter 
Ordnung von p(x) nach der für die übrigen Spannen gebildeten Summe 
(n —1)-ter Ordnung des Integrals von p(x). Allgemeiner gilt 


©p @©ı 
1 
(52) FL © | F, (x SB t, ar de a Br | u @,) dt, 
0 0 
fee! N 2 
= Sf nr) u 5 
z Rn Dp+ı'''®n 
(53) h x (2 - er 1 (das x i 
in BEAT Eee? - 
91,-:.,0p>0 ir DEE? = 1 (d )! Op+ı'''@®n 


Bei p— n führt die letzte Gleichung wieder zu der Beziehung 


- Ö KL Ne ee 

r \ es z) d \ 

(54) NR kr = a 
a 
k a) n 

nach der für hinschwindende Spannen die Summe Se p(z A z 
nach der Lösung der für &,,..., ©, — 0 aus (1) an Differential. 

leichun 
“ “ dr) 7 “ 

de" p( ) 


konvergiert, wie wir schon im Anschluß an die Formel (31) bemerkt haben. 


184 Siebentes Kapitel. Mehrfache Summen. 


85. Vertauschungsformeln für die Operationen A, V 
und $- 


97. Wir haben bereits die Gleichungen 


n > n 
(ar) v.Sr@) v == PR), 
\ On | 
£7 
n 2 i n 
Ko) : ZEWEN 9 (2) N z=op|e), 
[27 Ona 91°" On 
x 
- n B n € ze 
(45**) Ä S p(2r.. N 2 a o(2) 7 x, 
@q Opa 2o, 2 0 = Dr" On 
= z 
% ® 2 = . n 
4 Na A \o @) A z 
Ben a 20,20, a ©" Og 


kennengelernt, von denen die ersten beiden aussagen, daß Summation 
und Wechselsummation die Umkehroperationen zur Differenzen- bzw. 
Mittelwertbildung sind, während die letzten beiden lehren, wie man 
Summe und Wechselsumme aus der Summe mit doppelten Spannen 
durch Mittelwert- bzw. Differenzenbildung gewinnen kann. Jetzt wollen 
wir untersuchen, was aus den links stehenden Ausdrücken wird, wenn 
wir die beiden Operationszeichen vertauschen. 


Für die Wechselsumme 


S(v o@) © = 


DO Kl En Fr 


finden wir unmittelbar 


(55) N B v ee) v x=o(e). 


Fr "Op De 1777 


Nehm OR . cr 
en wir in dieser Gleichung G,, ,(®|®, O4) Stat p (x), 
so bekommen wir wegen 


n 
7 | 
V Go, @,4,)= 6G,(®|o, --- @,)- 
Op4ı'"@pın 


eine Formel für die Wechselsumme einer Wechselsumme: 


(56) S%«lo,:--@,) V =6,,,(@|o, :-@® 


op" Opın nt) 
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oder 


6) © (Fre), Y ) V 2=-Sp@) 7 a; 


"@p @p41''' Opın o1'''W@pın 
man kann daher die Funktion G,(x) durch wiederholte Wechselsumma- 
tion finden. 
Auch die Auswertung der Summe 


2 n 

% se A o(z 6) Ne? 

p 777 @1''"@Oy 

bereitet keine Schwierigkeiten. Tragen wir den expliziten Ausdruck 

f * Le . . ” .. ” 

(Kap. 1, $1) der Differenz A o(z) ein, so ergibt sich für die ge- 
en 


suchte Summe zunächst der Ausdruck 


worin das erste Glied offenbar gleich p(x) ist. Für das zweite Glied 
hingegen gewinnen wir durch Entwicklung des Bernoullischen Poly- 
noms nach Potenzen von Q@ — z den Wert 

Bm — a) 


A f”(a), 


v! [07 077 


v=0 
wobei f(x) eine Funktion mit der n-ten Ableitung @(x) bedeutet, 
sodaß also Pan 
r() = P(«) 
ist. Unter Heranziehung der Relation (30) aus Kapitel 1, $ 3 


1 


A fa)— [at [ra +o, RE FAN 
0 


91:'"@g 
0 


gelangen wir schließlich zu der gewünschten Gleichung 


z 


(57) (A FW) A :=r@) 


a Dr On DO 


Q 


1 


wine er 
Sy > (x © I@1°* Ta Sorrla + ©, t, + De ot.) dt 


1} 
sed Be 0 
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Bemerkenswert ist die Anwendung auf F,(x|®,---®,). Dann 
entsteht folgende Formel für die Summe einer Summe: 


p 1 
(58) @ Di lo A == Blei, + @,) 
a O1’ @p 
p—-1 m Y i 
TB (ea. © Et E | e 
2 > fa, .JE +0,4+t@,t,)dt- 
v= 0 0 
Für p=1 zeigt die Gleichung 
2 . 
& ee 
a on 


a 


en A ‚zo,‘ w,)dz, 


wie sich die Summe einer Summe (n — 1)-ter Ordnung durch die 
Summe n-ter Ordnung ausdrückt. 


98. Auf ähnlichem Wege kommt unter Berücksichtigung der 
Gleichung (45**) die Relation 


x n n en j n 
(59) S( Li 0%) PR: 2 Ne) Er - 
a ®1'''@y 20120, i OO 
I Bm a2 m,---2m,) | 
re = fat [o”(@+®, u + +o,:,)di, 
»=0 0 0 


zustande. Schreiben wir in ihr F, (@|w,:--@,) an Stelle von p(x), so 
gewinnen wir, weil in der Gleichung (49) 


1 1 

—oin—1 
fa, [F,@+o,4+: +o,„t,)dt, -% IT p(z)dz 
0 0 


die Funktion auf der rechten Seite für x —= a samt ihren Ableitungen 
der (n — 1) ersten Ordnungen verschwindet, die Relation 


in ” 
(60) SE (|, + @,) NV z=F,(*|2o, :'-2@,) 


n 
DO 


als Umkehrung zu (44*). In anderer Schreibweise lautet diese Formel 
für die Wechselsumme einer Summe: 


x x 

. m < n n 2 n 

(60*) S (S ek) A :) va=9spR) A 
z @n On rf 20...20n 
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Nun haben wir nur noch in der Gleichung (44**) die Operations- 
zeichen zu vertauschen. Das Ergebnis ist 


(61) ? oe) A Base A: 


+ On 20] 20, a @1*""@n 


-1 
BE aBalıı 2a; = 
ii > Ex: Pr) V 
v0 
mit 
z 
ver 
dan ER p(2)dz. 
a 
Nehmen wir in dieser Gleichung G, (x | ®,::-@,) statt p (x), so ergibt 
sich eine Formel für die Summe einer Wechselsumme, und zwar 


T, 
(62) S6,@lo,.0,) A z=F,@|20,:-:20,) 
a @1°*"@n 
1 
, Bm («—a| |®r- - Oy () | 
ne : fe [EL +o,h,+'"+o,t,|20,::'2o,)dt, 
2 v0 
oder 
ae, : 
(62*) 5 (Sp@) h7 z) A See z 
DO u 077 a) IR ar 


a 


n I Bm (x — a ä @,- Fr 6) 
N: dt: Fr (a+ob +: +w,t,|20,:-2w,)di,, 


v=0 


als Umkehrung: zu Be Dabei hat man die letzten Integrale aus der 
Gleichung 


4 1 
Sau [n@+o4+ Fat +@,1,|2@,.--2@,)dt, 
0 


ae n 
Er =S(. Kr ! p(z 2)d:) EN 
zu bestimmen. 

Zusammenfassend können wir sagen, daß die Vertauschung der 
Operationszeichen auf der linken Seite in der ersten von den am Ein- 
gang des Paragrafen stehenden Gleichungen ohne weiteres erlaubt ıst, 
während sich in den übrigen drei Gleichungen die rechte Seite um je 
ein Polynom (n — 1)-ten Grades in x ändert. 
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86. Summen mit gleichen Spannen. 


99. Eine Summe, in der mehrere Spannen denselben Wert haben, 
läßt sich auf Summen niedrigerer Ordnung zurückführen [43]. Dies 
leuchtet unmittelbar ein, wenn man bedenkt, daß in diesem Falle 
die in den Entwicklungen (10) und (14) auftretenden Eulerschen und 
Bernoullischen Polynome und die mit diesen zusammenhängenden 
Funktionen E” (x) und B” (x) vermöge der Formeln (79), (80), (95) 
und (100) des Kapitels 6 reduziert werden können. Es sei z. B. eine 
Wechselsumme (n + 1)-ter Ordnung G,.,(2|®,®, ®,---@,) mit zwei 
gleichen Spannen vorgelegt. Wenden wir in 


mn 3 
| { a Se [o, ©, @--@]) y/[ 
| er —— ns 5 (” 
Ga (jo, ©, ®s ©) az 97 „] o (x) 


v—=0 

(gn+n ee) 

zn rer pmt(z _ tdi 
: 0 2 


die Formeln 


(n+1) < (n) 
(3 lo, ©, ®,---w] =2C, lo, ®,---@,] 
eG R 
j Rn) 
Tr da, rt [®, ®,---®,]» 


Tn+l)/ = j 
Em (|®, ©, @,---@,)—=2En (2|w,@,:--@,) 


an, so erhalten wir 


G,+,81®,®, @.°°@,) 


m & 
co @g° @y] FR 
Ra? ı ®g n t) j 
=2) er RISE@ | — pm Tat 
v=0 ‘ I - 


Es 


v 
on ] En 
9 ur l®ı 2a ° @n ran a Em) 
ne AR gr+l P ©) +2 do, Fer her (x + ?) dt, 
0 


a P+D! 
also 
(63) Se@_ Gr sauren 
+2 S(fe@a) % 2 


Damit ‚haben wir die linksstehende Wechselsumme (n + 1)-ter 
Ordnung mit zwei gleichen Spannen auf zwei Wechselsummen n-ter 
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Ordnung zurückgeführt; über die Funktion p (x) ist hierbei voraus- 
gesetzt, daß sie für « > b eine stetige Ableitung (m + 1)-ter Ordnung mit 
Im entire gatı)(y) — 0 (e > 0) 


>» 
aufweist. 


Für die Summe F,,,(®|®, ®, ®,:::@,) besteht die entsprechende 
Gleichung 


z E7 z T 
n+l ES n @) h n 
(64) Se@) Au S(Jeo at) 8 20,9) re? 
m © 01 Wa: "Wy a ou a ©0103 ®n a 1 W@g'"'On 
r7 z 
DORF x 
-,S()rQa) A 
a a w@ı Da" On 


Es läßt sich demnach eine Wechselsumme (n + 1)-ter Ordnung 
mit zwei gleichen Spannen mit Hilfe zweier Wechselsummen n-ter 
Ordnung und eine Summe (n + 1)-ter Ordnung mit zwei gleichen Spannen 
mit Hilfe dreier Summen n-ter Ordnung linear ausdrücken. 


100. Wenn alle Spannen denselben Wert haben, treten natürlich 
noch weitergehende Vereinfachungen ein. Die Eulerschen und Ber- 
noullischen Polynome genügen alsdann den Gleichungen 


N b I 
(65) wEN"(2|o)= = Bulle) — @—- no) Er” (x|), 
(6) Ber’ eo) (1- 2)B”(@|o) + no) BR, («|o), 


welche man aus den Beziehungen (81) und (82) des vorigen Kapitels 


herleiten kann. Insbesondere gelten für die and Br bei denen 
alle Spannen gleich 1 sind, die schon früher erwähnten Relationen 


1 
(67) ra er Can Ton 
(n+1) __ 2er m 
(68) Be (1 2)B”— vB 


Machen wir nun in dem Ausdrucke für G,,, («|») von den Glei- 
chungen (67) und (65) Gebrauch, so bekommen wir zunächst 


[e.:] 


2 | (+ en Em =. to) 
pr ar pm+l) 
url lt 9’ „1 (a De EN (© +dHdt 
v=0 ee 
Tr ER (—8] 
2 C, 2 Er ( IR @) } : 
en Pi) 2 I N ELN IE TS ES (m +1) N dt 
a s gr u ie m! ” (+8) 
v= 
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und hieraus vermöge Teilintegration im letzten Integral 


2 Esel FE,» (-tjo) 
Gut (lo) —: —) pe ji a az Be: 
v0 2 


0 


’ erg en Em (-:|0) = 
+43  Deler@)] ee: l@+N)plc+H]dtr, 


(69) So@) V2=2l1-Z)Sr@VYr+,$: Pl) Ve. 


Die analoge Formel für die Summe F,,,(x)®) lautet 


n+i 


z z 
N E—- No % 1 En r 
SP@)Az= SPe@Az-— SzPl@)Az- 
{0} z p [0} — [07 


(70) 


8 


Durch (69) und (70) werden die Summen (n — 1)-ter Ordnung mit 
lauter gleichen Summen mittels Summen n-ter Ordnung ausgedrückt. 
Besonders interessant ist der Fall an = 1; dann ergibt sich 


(6) Sr@va-2l1-2)Sp@vr+2$er@vz, 


„= 


3@-2-o)e@) Az. 


er 


20) Se@är- 


Andererseits gewinnen wir aus den früheren Formeln (63) und (64) 
für n=1 die Beziehungen 


. | 
Peyar2usl/ena)ye 


a 


(1) 


2) 
a: 
.<- 
ı 
O2) 


>: 0 
-oor@Ar-a,s(PWa)ar, | 
a 


@ 


und durch Vergleich der letzten Relationen gelangen wir zu folgenden 


Ausdrücken für die Ableitungen der Funktionen G(&!o)und F(x| w) 
nach w: 
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re YTR= Ser@)Va-2Sp@) Ve, 


(07 wo 


2 z 
0) 
Be ee Se- or Paast+ See Ne (®-a)p(a 


- 2 Se-De@ar+ SpWaz. 


101. Mit Hilfe der Gleichungen (69) und (70) können wir eine 
Summe beliebiger Ordnung mit lauter gleichen Spannen durch Rekursion 
bestimmen, indem wir sie linear durch eine endliche Anzahl von Summen 
erster Ordnung ausdrücken oder auch unmittelbar als Summe erster 
Ordnung eines Produktes von p(x) mit einem Polynom darstellen, 
und zwar erhalten wir die Formeln 


ui n+1 1 < e 
ELS), Pd)Az=-,Se@-2-0)--@-2—-no)e@)A: 
@ ao a w 
N z 
=. SBet)(e 2|0)P@) Az. 


(74) Sep@)ve= (2): Zi. lim im S@-2+0)- .«—z+no)p(e)V®- 


Zur Umformung der letzten Gleichung wenden wir den in Kapitel 6, 
$ 5 erwähnten binomischen Lehrsatz der Faktoriellen an, nach dem 


«—-z+1)-@—z-+n) 
- N (-1ye(!)@+1) @+9)2@-1) @-n+s+1) 


s=0 


ist. Dadurch entsteht 
Sr 
(74*) Se@) 
ee ecke 


wobei wir zur Abkürzung 


G1,0(& |) = So@) 


{07} 


und 


ie; 
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gesetzt haben. Es ist also G1,,(|®) die Wechselsumme des Produkts 
von p(x&) mit einem gewissen Polynom. 

Die Gleichungen (73) und (74) lassen sich auch unmittelbar aus der 
Definition von Summe und Wechselsumme entnehmen. Wir brauchen 
nur zu bedenken, daß im gegenwärtigen Falle , = = ®,.,=® 
die in F,,,(«|o, o,,,;n) und G,+,(2|®,°@,,,;n) eingehenden 
vielfachen Reihen als einfache Reihen geschrieben werden können, 
nämlich 


z 
s+r)! 
2 plc +Q)e-rer9— N | p(x + sw) er"@tso), 
0 


s!n! 
s= 


Pa ar er p(-+ FT ae 
-3,(- 1). © 


Als Beispiel für die Anwendung der Formeln (69) und (70) wollen 
wir die Summen 


"px + sw)e "@+s®), 


: TRTE 
En (x) = S = 2 


Se“ 
PS 


1 


betrachten, also die Wechselsumme und die Summe »„-ter Ordnung 


der Funktion ei Man findet 
lt + 


Pr) (#1), —- 


Die Transzendenten g, (x) und Y, (x) sind also durch die in Kapitel 5 
eingehend studierten Funktionen g(x) und (x) ausdrückbar, und zwar 
vermöge der Formeln 


ROLE Mi (14 )e@+ PR), 


ren; -1)-(-1)F@)+a@), 


in denen p(x) und q(x) Polynome bedeuten. 


N u. 
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S 7. Partielle Summation. 


102. In Analogie zur partiellen Integration steht im Gebiete der 
Differenzenrechnung ein Verfahren, das wir als partielle Summation oder . 
Teilsummation bezeichnen wollen f43] "). Es ist einmal von großer prak- 
tischer Bedeutung bei der Auswertung schwieriger Summen, zum anderen 
aber liefert es auch für die Theorie einige recht bemerkenswerte Ent- 
wicklungen. 

Wir gehen aus von den drei unmittelbar ersichtlichen Identitäten 


©)  Ve@v@l-v@Vr@+FPR+o)AyR). 


(27) 


6)  VIe@v@l=ya+o)vy@)- pay), 


(77) Ar@y@l=re@to)Ay@tr@Arl). 


Aus der ersten folgt 


vv r@+sa)Ay@) 


n—s—1 


s n—s ) s+1 
=NAy(a)Vp@+so)+z Vol+(s+1o) Koafaı 


Diese Gleichung multiplizieren wir mit (—1)® er geben s die 
Werte 0,1,2,...,n —1 und addieren die entsprechenden Gleichungen. 
Dann entsteht die Relation 

n—1 


(— 238 Y "vr (x E= so) Av@)| a 


s=0 
= y(@)Y pl) - (-1)" (= \ el 2 + no) yv@). 


Hierin wollen wir auf beiden Seiten die Wechselsumme bilden. Um 
dies tun zu können, setzen wir etwa voraus, daß p(x=) und w(x) in 
einer Halbebene o > b regulär und daselbst bei konstantem positiven C 
und 3 dem absoluten Betrage nach kleiner als Cekt+t|®| sind, daß 
ferner x in dieser Halbebene o > b liegt und w eine positive Zahl kleiner 


als 5 bedeutet. Dann erhält man wegen 


ee 


Voß )vVe=o(e) 


1) Vgl. hierzu auch Bortolotti [7]. 


Nörlund, Differenzenrechnung. 13 
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die gewünschte Formel 


sn-e-l 8 


(78) Sy o)Vpla)V 7-2 te V Pl +so)Aylz) 


ee Se@+no)Ayk)v x, 


durch welche die Berechnung der Wechselsumme 
3 ' n 
Nya)vp@)Vx 


auf die der anderen, möglicherweise einfacheren 


n 
5 o(x -—-nw)Ayl(z) 
zurückgeführt erscheint. 
Trägt man an Stelle von p(x) die Wechselsumme »-ter Ordnung 
G„(®|®) von p(x) ein, so gewinnt man 


(79) S pla)y(x)Vx 22 (— 1)? ns (2 +s®)Ay(x) 


[07 


n 
ie, Set no)Ay(z)V x. 


© oo 


Diese Formel empfiehlt sich besonders, wenn w(x) ein Polynom ist, 
weil dann durch Wahl eines hinreichend großen n das zweite Glied 
auf der rechten Seite zum Verschwinden gebracht werden kann. Ist 
andererseits p(x)—=1, so wird 


n-1 

ö S e / s ä / nn RR 

(80) S y(x)Vx - I, (- 1). (2) Ayiz)—+ = 2) S Ayla)Vzx. 
2} s=) oo [07 [07 

Dieser Entwicklung, welche für unendlich zunehmendes x bei genügend 

kleinem & konvergiert, werden wir in Kapitel 8, $ 8 unter einem anderen 

Gesichtspunkte wieder begegnen. 


Von den Identitäten (76) und (77) aus gelangen wir zu den 
Relationen 


n—i 
1) Srw@ya)ve- 3 (2) CH )Ayle-6+Ye) 


s= 


m es S ER (®) A y (® = no) V® 
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= m—1 
By Seey@Az- I (-1F,&@Hso)A yla) 
a co s=0 @ 


Mm 


= (= Le S Bi (z “te mo) A Y () A rz K, 


wobei F,(&|®) die Summe n„-ter Ordnung von p(x) und K die 
Konstante 


a+o 


Ko in 1) [Runetsnänga: 


bedeutet. Wenn man 
vy@a)=k@— 240). («—-2+(n-1)o) 


setzt und nachher den Grenzübergang z— x vornimmt, geht die 
Gleichung (81) in die Formel (74) über. Für p(x)=1 vereinfacht 
sie sich zu 


8). Se@v@)A:=Felo)v@)— Sretolo)aneaz 
a+o 


Ei |re&|o) w(2)dz, 
F 


welche für o—0 die Formel der partiellen Integration liefert. Wenn 
(x) ein Polynom niedrigeren als m-ten Grades ist, verschwinden in 
(82) das zweite Glied der rechten Seite und die Konstante K; es bleibt 


dann nur 
5)  Se@y@Az-N (N Fu.@+so)Arß) 


a s=0 


13* 
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Für Summen höherer Ordnung bestehen ähnliche Formeln. Z.B. gilt 
© a 
(86) Ssr@)y@)Vz 
s{fo\n(n+1l)---n+s—]) . ee I 
Sylt, (+ so)äv) 


m n—Ss 


aa > m(m+1): I Ce +ma)A y@Y y 


wie man durch den Schluß von n auf (n-t 1) unter Beachtung der 
Gleichung (79) bestätigt. Für y(z)—=x stößt man wieder auf die 
Rekursionsformel (69); für p(x)=1 ergibt sich die Relation 


m—1 DEN 
Swde- Di algyrernm;eHing g) 
@ s=0 z 


n-1 
m n—-s 


+ (— 1jr er 7)8Av@) Vißi 


s=0 


Übrigens wollen wir noch anmerken, daß die Gleichung (86) die 
Erweiterung der aus (75) hervorgehenden Formel 


ar 4 
n—s Ss 
vlpß)y(@)]= Ak eh: Vo@k+so)Ay(e) 
s—0 2 = 

auf negative ganzzahlige Werte von n liefert. Man kann sogar noch 
weiter gehen und n beliebige reelle Werte geben, also den Mittel- 
wertbegriff auf beliebige reelle Ordnungen ausdehnen, analog zur 
Liouville-Riemannschen Erweiterung des Begriffes der Ableitung. 

Zum Schluß wollen wir die Überlegungen dieses Paragrafen 
noch durch einige einfache Beispiele veranschaulichen. Hat man die 
Wechselsumme 


\@-YY@)Vx 


x 
zu berechnen, wobei (x) die Summe N ® bedeutet, so erhält man 
aus (78) für 


e@)=r—1, ya=Y/lek), o=1 ud n=1 


die Gleichung | 


S@-YP@) Va=@-1)P@)—-1ıS Va | 
-@—-1)7@)-3- | 
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Suchen wir andererseits die Summe 


e R 

. D(z 3% (> et or 

S Ne D (x) Se [Pr @az, 
2 1 

also 


IT A: FRW-1-[P ar 
1 


Ein weiteres interessantes Beispiel bekommen wir, wenn wir in 
(79) @(x)=a* und = 1 wählen. Dann können wir die Wechsel- 
summe „-ter Ordnung leicht explizit zu 


ermitteln und erhalten daher die Entwicklung 


Say (a) Ve 1) (1) A v(®) 


s= 


-- 17 (2) Se Av) Ve 


Z. B. entsteht für y(z) = = und n— x die Formel 


Ir Diaz ( a ) s! 
I Den 1+a) z(&@+1)---(@+s)' 


Bei positivem a konvergiert die Reihe beständig in x, außer ın 
den Punkten =0, — 1, — 2,.... Füra=1 ergibt sich eine schon 
bei Stirling [2] auftretende Fakultätenreihe!) für die Funktion g(x), 
nämlich 


oo et 
NV \2 ‚ 
2a); x ne 


1) Über den Begriff „Fakultätenreihe“ vgl. Kap. 9. 


Achtes Kapitel. 


Interpolationsreihen. 


8 1. Interpolationsformeln. 


103. Bereits in Kapitel 1, $ 3 haben wir die allgemeine Newtonsche 
Interpolationsformel 


N 
(1) F(x)= 2, [20% .2)j@ = 2)e—2) eu) 
+l[22,---z,]@ -2z)@—- 2): = 


kennengelernt, in der [x,%, ---x,] die Steigung der Funktion F(x) 
für die Punkte x,,&%,,..-,x, bedeutet. Das Restglied läßt sich, wie 
wir gesehen haben, in einfacher Weise mit Hilfe einer (n + 1)-ten Ab- 
leitung ausdrücken. Im Falle äquidistanter Interpolationsstellen x, — a, 


zz =a+1l,, =a-+2,... geht die Gleichung (1) über m 
n : r R 
(2) Eisı2, Akle)| 22) 
s=o) 
+[2,a,a+1,...,a+n]e —- a) —a—1):-(«—a—n). 


Jetzt wollen wir unter der Annahme, daß Fix) eine analytische 
Funktion der komplexen Veränderlichen 


= 6tir=reit 


ist, zunächst auf einem neuen Wege, nämlich mit Hilfe komplexer 
Integration, zur Newtonschen Formel vordringen. Dabei werden wir 
gleichzeitig einen für viele Zwecke sehr brauchbaren Ausdruck des Rest- 
gliedes erhalten. Nachher wollen wir durch geeignete Wahl der 


Interpolationsstellen einige wichtige spezielle Interpolationsformeln her- 
leiten. 


Zur Abkürzung setzen wir 


va)=@-2)@- a): @—x), 
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dann ergibt sich aus der unmittelbar ersichtlichen Gleichung 


1 er LIT L. 
Fe 22%, 2—% 2—% 


sofort die von Nicole [3] herrührende Identität 


(3) ERBE are 


2-2. 9a) ' vd) ' w@) a on, On 2—e 


Nun sei F(z) regulär im Inneren und auf dem Rande C eines 
die Punkte x, %y,%y3:--,%, enthaltenden, einfach zusammenhängenden 
Gebietes. Multipliziert man die Identität (3) beiderseits mit 2 is 


und integriert in positivem Sinne über C, so erhält man 


(4) Fia)= I (@— 2): (@— ee I ns 


1 IE (2) dz 
uk AAcöh me 


6. Pr (z) 2 AH “ 


Die hierin auftretenden Integrale sind aber gerade die aufeinander- 
folgenden Steigungen von F(x), sodaß die Newtonsche Formel da- 
steht. Denn aus der Definition der Sa läßt sich ohne Mühe 
schließen, daß 


] 7.(2) 
EA Zai)(z—x,)(2— 2%) 
C 


dz 


1 F(2) r 
(5) [2,8 Ss (2-2) —%). 12 =.) a2 
[04 


ist; übrigens entnimmt man hieraus für die Differenzen von F(x) die 
Integraldarstellungen 


E\(2) 


en (24) Er 


F (a) = 


ao 


n n! F (2) 
(6) AE@)= eg: en 
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Während wir in Kapitel 1 bei der Herleitung der Newtonschen 
Formel die Interpolationsstellen x,,%,,.-.-,%, zunächst als beliebige, 
aber voneinander verschiedene Zahlen angesehen haben, ist hier über 
die Interpolationsstellen keine andere Voraussetzung gemacht, als daß 
sie innerhalb des Regularitätsgebiets der Funktion F(x) liegen sollen. 
Die identische Relation (4) gilt offenbar auch dann noch, wenn be- 
liebig viele von den Zahlen 2,,%, > ---,%, zusammenfallen!. Wenn 
z. B. m Interpolationsstellen nach dem Punkte x, zusammenrücken, 
dann sind für e=z, die (m — 1) ersten Ableitungen des Näherungs- 


polynoms 
n 


Le-2). ex u E@) 2; 


32-1977 7 ».(z 
er 2mir ys(z) 


gleich den (m — 1) ersten Ableitungen der Funktion F(«). 


104. In dem Falle, daß sich x, einem endlichen Grenzwert a 
nähert, wenn n unbegrenzt wächst, ist die Formel (4) mit der Taylor- 
schen Formel nahe verwandt. Aus dem Restglied in (4) ersieht man 
nämlich, daß für n—oo das Konvergenzgebiet?) der alsdann ent- 
stehenden Reihe der größte Kreis um a als Zentrum ist, innerhalb 
dessen sich die Funktion F(x) regulär verhält. Die Reihe konvergiert 
außerdem noch in denjenigen der Punkte x,,%,.---, die außerhalb 
des Konvergenzkreises liegen, stellt aber in diesen Punkten im allge- 
meinen eine von F(x) verschiedene Funktion dar. 

Hermite [1] und Peano [r] haben den Fall betrachtet, daß für alle s 


%, m, ns 


ist; die entsprechende Reihe konvergiert dann innerhalb eines die 
Punkte a und 5b umschließenden Cassinischen Ovals. 

Eine andere interessante Fragestellung rührt von Runge [5] her. 
Vorgelegt sei eine stetige, doppelpunktfreie, geschlossene Kurve C in 
der komplexen x-Ebene und eine Funktion F(x), die in dem von C 
umschlossenen Gebiet und auf C selbst überall regulär ist. Kann man 
dann auf C eine Folge von Punktgruppen 


ERS 2). - x In). 
mi: N m, 2m, ..., 2m; 


abhängig lediglich von der geometrischen Gestalt der Kurve C, derart 
bestimmen, daß die für diese Punktgruppen als Interpolationsstellen 
gebildeten Näherungspolynome von F(x), etwa 


GET ER e e 
R 1) Die in Kapitel 1 gegebene Herleitung läßt sich natürlich auch so ab- 
ändern, daß sie in diesem Falle verwendbar bleibt, vgl. Stieltjes [1]- 
°) Vgl. Frobenius [1], Hermite [1], Peano [1], Bendixson [2]- 
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für jede Funktion F(x) in dem ganzen von C umgrenzten abgeschlos- 
senen Gebiete gleichmäßig nach F (x) konvergieren, wofern nur F(«) 
daselbst regulär ist? Wenn die Kurve C ein Kreis ist, hat das Problem, 
wie Runge selbst zeigt, eine sehr einfache Lösung. Dann braucht 
man nur die Punkte ur; am, en N der n-ten Punktgruppe regel- 
mäßig verteilt anzunehmen, d.h. als Eckpunkte eines dem Kreise ein- 
beschriebenen regelmäßigen n-Ecks, damit die Interpolationspolynome 
G,„(&) in der ganzen abgeschlossenen Kreisscheibe gleichmäßig nach 
F(x) konvergieren. Mit dem allgemeinen Falle einer beliebigen Kurve C 
hat sich Fejer [r] in einer schönen Arbeit beschäftigt und ihn auf den 
einfachen Rungeschen Fall zurückgeführt. Fejers Ergebnis lautet: Man 
bilde das Außengebiet der Kurve C auf das Außengebiet eines Kreises K 
konform ab, wobei sich die unendlich fernen Punkte entsprechen 
sollen, und wähle als Interpolationsstellen «.), Bm x der n-ten 
Punktgruppe solche „regelmäßig verteilte“ Punkte auf C, die bei dieser 
konformen Abbildung in regelmäßig verteilte Punkte auf K, also in 
Eckpunkte eines K einbeschriebenen regelmäßigen n-Ecks, übergehen. 
Unter Beschränkung auf den Fall, daß die Kurve C ein Kreis ist, hat 
Fejer auch die Möglichkeit in Betracht gezogen, daß die Funktion F (x) 
zwar im Inneren des Kreises regulär, auf dem Kreise selbst aber nur 
noch stetig ist. Dann besteht bei Interpolation durch regelmäßig ver- 
teilte Punktgruppen die Beziehung 
lim G, (@)=F(«) 
n>=» 
noch in jedem inneren Punkte des Kreises und gleichmäßig in jedem 
abgeschlossenen kleineren Kreise, auf dem Rande hingegen kann die 
Folge der G,(x) für gewisse F (x) divergieren, was Fejer durch ein 
Beispiel belegt. 
Ein Nachteil des soeben auseinandergesetzten Interpolationsver- 
fahrens ist, daß man beim Übergang von einer Punktgruppe zur 
nächsten jedesmal völlig andere Punkte bekommt und daß sich also 
auch die entsprechenden Interpolationspolynome von Anfang an ändern. 
Es erhebt sich daher die Frage, ob die Interpolationsstellen vielleicht 
so gewählt werden können, daß beim Übergang von der n-ten zur 
(n + 1)-ten Gruppe lediglich ein einziger neuer Punkt und beim zu- 
gehörigen Polynom ein einziges neues Glied hinzutritt. Die Inter- 
polationsstellen sollen also nur eine einfach unendliche Folge z,, %,, 
0... bilden. Für den Kreis [= 1 wird, wie Fejer beweist, 
die Lösung durch eine Punktfolge 


N 


2 In: 
2,=5; =, Saul) I, =$ Re 


geliefert, wenn £ eine komplexe Zahl vom absoluten Betrage 1 be- 
deutet, die keine Einheitswurzel ist, für die also bei &—= et” das Ver- 
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hältnis 9:7 irrational ist. Bei einer beliebigen Kurve C ergeben. die 
Punkte, welche bei konformer Abbildung des Äußeren des Einheits- 
kreises auf das Äußere von C aus den Punkten £, &?, ... hervorgehen, 
eine Punktfolge von der gewünschten Beschaffenheit. Hieraus folgt 
der Satz, daß jede in dem von C umgrenzten abgeschlossenen Gebiete 
reguläre analytische Funktion F(x) in eine daselbst gleichmäßig kon- 
vergente unendliche, nach Polynomen fortschreitende Reihe 


F(e)= Dr P,(«) 
nV 


entwickelt werden kann, wobei die Polynome P,(x) nur von der geo- 
metrischen Gestalt der Kurve C und von der Wahl der Zahl &£ ab- 
hängen, hingegen von der speziellen darzustellenden Funktion F(x) 
völlig unabhängig sind. So gestattet beispielsweise jede im Einheits- 
kreise |x|<1 reguläre analytische Funktion F(x) die für |! <1 
gleichmäßig konvergente Entwicklung 


Fe)=,+4,.@. -9+,.@-9e—- )+-- 


Andere in ähnlicher Richtung liegende Untersuchungen haben 
Jensen [2], Bendixson [1,2], Landau [2] und Pincherle [55] angestellt. 
Wir wollen uns im folgenden mit dem Falle befassen, daß die 
Interpolationsstellen äquidistant auf der reellen Achse liegen. Tragen 


wir in der Gleichung (4) einmal 


2 NE Ar - zaıe a 
.=0, = I, ne 1, 0 Lan-ı N, %, tn 
und zum anderen 
nn nn j er — 28 2 
0 ei. len ti ae n 


ein, so bekommen wir die beiden Gaußschen Interpolationsformeln 


2s 2s+1 
(7) OEL N e E TERNEERY EAN VE Ense Eu hen u 7 
s=0 s=0 
2 1° uch f \2s+1 
) FICKT NANNTE) A FEHLER 
s=0 s=0 


Der Rest R, wird dabei durch die Gleichung 


1 x (2 — 1?) (2? — 22)... (an?) F (2) 
9 R= | : Pine 
( ) L ent 2(22 — 12) (22 — 28)... (en?) 2x 


dz 


gegeben, worin C, eine die Punkte 0, +1, #2,...,tn und x 
umschließende, in positivem Sinne durchlaufene Integrationskurve ist. 
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ad 


Durch gliedweise Addition der beiden Gaußschen Formeln ent- 
steht die Stirlingsche Interpolationsformel 


di 9 
EL a ae 
0) Fa) = II > yes 
s—=0 = “ 
n—i En 
BNmeENEE EN (as: 8 
. x = . ne 2 IT ZA F(— SA 1) + Re 
s=0 Die 


Ersetzt man schließlich in der zweiten Gaußschen Formel & durch 
x +, und F(&) durch F(x —%), in der ersten hingegen x durch 
2 — 3 und F(x) durch F(x +4) und addiert man die so zustande 
kommenden Gleichungen gliedweise, so ergibt sich die Besselsche 
Interpolationsformel 


_ PE-NE@-@) -@ 6-1) 
Ben => En ze anseh 
ne -Ale-)  @-l-H)2eH 
pe DEE Wen ytn 
s=d f 


; 1 Be een 
en eek 


s,)2—x 


darstellen läßt. 
Beispiele für die Stirlingsche und Besselsche Formel erhalten wir, 
wenn wir für F(x) Bernoullische Polynome eintragen. Es wird 


\ 2 29 — W280) DIW I) a 2 
+2) I, (22) ala - 19) @ - 2%) @ (6-19), 


82. Die Problemstellung der Theorie 
der Interpolationsreihen. 


105. Die drei soeben betrachteten Interpolationsformeln von Gauß, 
Stirling und Bessel sind es, welche in der Praxis der Interpolations- 
rechnung, so z. B. bei der Herstellung von Tafeln, bei der numerischen 
Differentiation und bei der besonders in der Astronomie oft vorkommen- 
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den mechanischen Quadratur, am häufigsten angewandt werden. Man 
verschafft sich das Differenzenschema der Funktion und ermittelt dann 
neue Funktionswerte mit Hilfe einer der drei Formeln. Um das Rest- 
glied kümmert man sich dabei in der Regel nicht, indem man still- 
schweigend voraussetzt, daß es genügend klein ist und praktisch ver- 
nachlässigt werden kann. Diese Schlußweise ist jedoch nicht unbedenk- 
lich. Wenn man z. B. eine Logarithmentafel herstellen will, berechnet man 
nur einige wenige Werte unmittelbar und interpoliert dann die übrigen 
mittels der Stirlingschen Formel. Ist das Intervall der Tafel genügend 
eng und beschränkt man sich auf eine gewisse Genauigkeit, wie sie 
sich etwa mit drei oder vier Gliedern der Stirlingschen Formel er- 
reichen läßt, so erzielt man auf diese Weise eine vorzügliche An- 
näherung und eine große Ersparnis an Arbeit und Zeit. Wenn jedoch 
die erste Voraussetzung nicht zutrifft oder wenn man durch Berück- 
sichtigung vieler Glieder der Stirlingschen Formel die Genauigkeit weiter 
treiben will, so kann man zu vollkommen falschen Ergebnissen kommen, 
indem der Rest der Stirlingschen Formel eine beträchtliche Größe an- 
nimmt. 

Durch derartige Überlegungen wird man ganz naturgemäß dazu 
geführt, das Konvergenzverhalten der aus (7), (8), (10) und (11) für un- 
begrenzt anwachsendes n hervorgehenden Interpolationsreihen, nämlich 
der beiden Gaußschen Reihen 


(13) Fo) DTATAR u Se 


s=0 s=0 


> ’ RR, 25+ j 
(14) F)- rn a F-9)+D(s ) A F(-s), 
s=0 s=0 


der Stirlingschen Reihe 

(15) F(«) - N 26: — 1?).-- (2? — s?)(a,+a,'z) 

und der Besselschen Reihe 

(16) Fa) - S(et - NE) -6-2)l a, +a/'z), 


näher zu untersuchen. Die Koeffizienten in ihnen lassen sich leicht 
durch die Werte der Funktion in den Punkten a N a 

ausdrücken. Zu den Reihen (13), (14), (15) und (16) nimmt man 
zweckmäßig auch die aus (2) entspringende, für die Anwendungen min- 


EEE 
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der bedeutsame, aber theoretisch sehr interessante Newtonsche Reihe 


(17) Fl&)= Du 


Ss 


=} 


‚hinzu. = 

Eine ausführliche Darstellung der Theorie dieser fünf Reihentypen, 
sowie der mit ihnen verwandten Fakultätenreihen, findet sich in einem 
in der Borelschen Sammlung erscheinenden Buche. Zur Gewinnung 
eines allgemeinen Überblicks über die Differenzenrechnung ist es indes 
zweckmäßig, hier einen kurzen Bericht der wichtigsten Ergebnisse über 
diese Reihen einzufügen. Für Beweise und weitere Einzelheiten sei auf 
das eben genannte Buch verwiesen. 

Das Konvergenzproblem der Interpolationsreihen gibt zu zwei 
verschiedenen Fragestellungen Anlaß: 

1. Welchen Bedingungen müssen die Koeffizienten einer vor- 
gelegten Interpolationsreihe genügen, damit die Reihe konvergiert? 

2. Wann läßt sich eine gegebene Funktion durch eine Inter- 
polationsreihe darstellen, und in welcher Beziehung steht das Konvergenz- 
gebiet dieser Reihe zu den analytischen Eigenschaften der dargestellten 
Funktion? 

Für uns kommt besonders die letzte Fragestellung in Betracht, 
und sie wird uns zu bemerkenswerten Ergebnissen führen. Es zeigt 
sich, daß die Reihen von Stirling, Gauß und Bessel im allgemeinen 
divergent und nur in sehr speziellen Fällen, die z.B. in den Anwen- 
dungen recht selten auftreten, konvergent sind. Dies hindert natür- 
lich nicht, daß sie für numerische Untersuchungen, bei denen es nicht 
auf Konvergenz ankommt, sondern darauf, daß der Rest der Reihe 
möglichst klein ausfällt, vortrefflich geeignet sind. Man muß sich nur 
auf eine kleine Gliederzahl beschränken und sich über den möglichen 
Fehler Rechenschaft ablegen. Bei der Newtonschen Reihe liegen die 
Konvergenzverhältnisse viel günstiger. Die Klasse von Funktionen, 
welche man durch eine Newtonsche Reihe darstellen kann, ist wesentlich 
umfassender als die, für welche eine Entwicklung in eine Stirlingsche, 
Gaußsche oder Besselsche Reihe möglich ist. Dies ist sehr merk- 
würdig; denn bei numerischen Rechnungen zieht man die Stirlingsche 
Reihe gerade darum vor, weil ihre ersten Glieder eine bessere An- 
näherung geben als die entsprechenden der Newtonschen Reihe. 
Diese wendet man eigentlich nur an, wenn man am Anfang oder am 
Ende einer Tafel interpolieren will. Es liegt also hier ein neues Bei- 
spiel für die bekannte Tatsache vor, daß die Forderungen, welche der 
praktische Rechner und der theoretische Mathematiker an ihre Reihen 
stellen, ganz verschieden sind. Für den Praktiker ist eine divergente 
Stirlingsche Reihe in den meisten Fällen wertvoller als eine konvergente 
Newtonsche Entwicklung, bei der er mit derselben Gliederzahl keine 
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so gute Annäherung wie bei der Stirlingschen Reihe erzielen kann, 
während für den Funktionentheoretiker die Verhältnisse gerade um- 
gekehrt liegen. 

Außer für numerische Untersuchungen sind die Interpolationsreihen 
namentlich beim Studium der Differenzengleichungen von Wichtigkeit. 
Es hat sich herausgestellt, daß die Potenzreihen, deren man sich sonst 
bei funktionentheoretischen Betrachtungen gewöhnlich bedient, zur Dar- 
stellung der Lösungen von Differenzengleichungen nicht geeignet sind. 
Sie sind nämlich in den interessantesten Fällen, wenn es sich um Ent- 
wicklung in der Nähe einer singulären Stelle handelt, divergent, oder, 
wenn man in der Umgebung eines regulären Punktes entwickelt, ın 
einem zu beschränkten Gebiete konvergent. Außerdem erfordert die 
Bestimmung ihrer Koeffizienten umständliche und wenig übersichtliche 
Rechnungen. Es empfiehlt sich daher, andere Reihentypen heranzu- 
ziehen, entweder gerade die Interpolationsreihen oder die im nächsten 
Kapitel zu besprechenden Fakultätenreihen. 


106. Die wichtigsten früheren Arbeiten über Interpolations- 
reihen rühren von Bendixson [ı, 2], Runge [4], Landau [2], Pincherle 
[36, 38, 39, 43, 47, 55) und Carlson [2] her. Neuerdings haben Pölya [1, 2] 
und Carlson [3] schöne Anwendungen der Interpolationsreihen zur Unter- 
suchung der sogenannten ganzwertigen Funktionen gemacht. Pölyas 
hauptsächliche Ergebnisse, welche durch Hardy f2] und Landau [4] 


ergänzt worden sind, lauten: 


Il. Es sei G (x) eine ganze Funktion, welche für die nichtnegativen 
ganzen Zahlen = 0,1,2,... ganze rationale Werte annimmt, M(r) 
das Maximum ihres absoluten Betrages im Kreise |x|<r. Gibt es 


dann eine positive Zahl k derart, daß Be für r > 1 beschränkt bleibt, 
h 2'-7 37 
so ist 


G (x) = P(«)-2° +0 (x), 


wobei P(x2) und QO(x) Polynome sind. Insbesondere muß für 


-—-— 0 die Funktion G (x) ein Polynom sein. 


ll. Es sei H(x) eine ganze Funktion, die für alle ganzen Zahlen 
2=(, +1, +2,... ganzwertig ist, N (r) das Maximum ihres absoluten 
Betrages im Kreise |®|<r. Ist dann für ein positives Ak und »>1 
N (r) % 8 & u 
( rn beschränkt, so existieren drei Polynome P(x), 
8) k 


3 
Q(x), R(x) derart, daß 


der Quotient 


o 
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AAGEs 


ist. Insbesondere ist 7 (x) selbst ein Polynom, wenn lim — — a) 
oılt. >© 5 ni 
oO > 
Setzen wir 
lim sup wege -=ge(b), lim sup! en US nNon; 
r>o r>o A 


so können wir die Pölyaschen Sätze auch so aussprechen, daß für 


Zu 


g (®) <log2, h(v) <log - die Funktionen G (x) und H (x) Polynome 


sind. Hierin lassen eg wie die ganzwertigen Funktionen 2° und 


5) 5) 


u 


a N ES RW 
( = ) 4 | v ) zeigen, die rechtsstehenden Konstanten log2 und 


3+y5 5 
log a durch keine größeren ersetzen. Carlson hat jedoch dargetan, 
daß man an ihrer Stelle Funktionen p(v) und y(v) von v eintragen 
kann, deren untere Grenzen log2 bzw. 108 VB sind. Er beweist: 


L2Ist?G (x) tur fe’ Or regtlar, in vden Punkten ze 0,152, :-: 


8 E5 I PLd . 
ganzwertig und für — = <u<s-, der Bedingung 


g(v) <p(v) = cosvlog (2 cosv) + vsinv 


unterworfen, so sind drei Fälle möglich. 
1. Wenn g(v)< p(v) für ‚alle v ist, so ist G (x) ein Polynom. 
2. Wenn g() = p(v) nur für endlich viele v ist, so kann man 


eine ganze Zahl $ bestimmen derart, daß diese » unter den Zahlen 


Wert + En, ... enthalten sind. Dann muß 


p 
G(&)= P(x) + D/P,(@)2”* 


sein, wobei Pi), P,(x) Polynome sind und die Summation über die 
Wurzeln z der Gleichung 
(ya 


1— 
läuft. 
3. Wenn schließlich g(v)— p(v) für unendlich viele v gilt, so 
ist g(v) = p(v) überhaupt für alle v. Es gibt Funktionen mit dieser 
Eigenschaft. 


IIaEswserr&— Re'” ein Punkt des Cassinischen Ovals 


E-1ljje#1l=4 
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_ 


mit den Brennpunkten £1 und 


Für eine nx=0, +1, #2,... ganzwertige ganze Funktion 
H (x) mit : 
e h(v) <x(0) 
sind dann drei Fälle möglich. 
1. Es ist Aw) < x(v) für alle v. Dann ist H(x) ein Polynom. 
2. Das Gleichheitszeichen trifft nur für endlich viele v zu. Dann 
kann eine ganze Zahl # so ermittelt werden, daß diese v nach dem 
Modul rn kongruent mit den Arkus der Wurzeln der Gleichung 
x®—1\2 
F) un 
sind. H(x&) ist in diesem Falle eine symmetrische Funktion der 
Wurzeln z der Gleichung 


von der Form 


H (x) = P(x) + DD, P,@)z- - 


worin P(x) und P,(x) Polynome sind. 

3. Das Gleichheitszeichen tritt für unendlich viele v ein. Dann 
muß für alle v entweder h(v) oder h(vt rn) den Wert y(v) haben. 
Es gibt ganzwertige Funktionen mit dieser Eigenschaft. 


$ 3. Die Stirlingsche Reihe. 


107. Nach den bisherigen allgemeinen Vorbemerkungen wenden 
wir uns jetzt der Betrachtung der Stirlingschen Reihe 


(15) F(@) = >) (a, + a,'x)& (2? — 12) (2° — 2%) ...(0° — s®) 


zu und zeigen zunächst, daß die Reihe im Falle ihrer Konvergenz 
immer eine ganze Funktion darstellt [36, 40, 45). Ersetzen wir & durch 
— x, so erhalten wir 


(18) F(@) — F(-2)= 2) a,x(2! — 1°). .(2°— 9°), 


(19) F(&) + F(— NT 1%). .(&° — s®). 
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Für die Untersuchung der Reihe (15) können wir uns also im wesent- 


lichen darauf beschränken, eine Reihe von der Form (18) oder auch, 
wenn wir 


F(&)—F(— x) , 
un 
setzen, von der Gestalt 
(20) H(<)—= I, a, (@® — 12). (2? — n®) 
n=0 


zu betrachten. Wenn x eine positive oder negative ganze Zahl ist, 
bricht die Reihe ab. Diesen Fall wollen wir als trivial beiseite lassen 
und den folgenden Satz beweisen: Wenn die Reihe (20) für = x, 
konvergiert, wobei x, keine ganze Zahl ist, so konvergiert sie für alle 
endlichen x, und zwar gleichmäßig in jedem endlichen Gebiet der 
x-Ebene. 


Zum Beweise wenden wir auf die Reihe (20) die Abelsche Trans- 
formation an. Wir setzen 


Be Res a u 
b,= a, (2 Zi } (% N )» by = UNE 
Fre) (2?) E 
nl ar 
Da 
ee rg 
Ten zn? en-ı 
ist, ergibt sich 
Mm L m @e 
Is) Nuss 
(21) HR Fa cz Bi) r 7 (c, 23 en = b, — mM n 
n=p n=p n=p+1 PEN n=m+1 
[6 m 1 = © 
© 2 BUNTER Nm N 
=o, a > ee a 
 on=» n=p+1 It n=m+1 


Zufolge der Voraussetzung, daß die Reihe B5 b, konvergiert, läßt sich 
n=0 
zu gegebenem e>0 ein n„—ny(e) so finden, daß 


II,|<e für P2m 
n=p 


wird. Ferner streben für n—oo die c, innerhalb eines beliebigen, 
festen, endlichen Gebietes gleichmäßig einem Grenzwerte zu, wie aus 
% sinmx 


22 22 
- 
EHSSET, Eu Tg 7 Einem, 

er 


Nörlund, Differenzenrechnung. 14 
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hervorgeht. Bei m—0oo gewinnt man daher aus (21) für den Rest 
der Reihe (20) die Gleichung 


. 2 9\ E Cn— = 
(22) PL: Be See) ge Bu 


und für $>n, besteht also die Abschätzung 


wobei C und C, Konstanten sind. Damit ist der Beweis vollendet. 

Aus unserem Satze über die Reihe (20) schließt man, daß die 
Reihe (15) in jedem endlichen Gebiet gleichmäßig konvergiert, wenn 
sie für zwei Werte x, und x, von x, die keine ganzen Zahlen oder 
Null sind, konvergent ist. Denn dann sind die Reihen mit den 
Koeffizienten a + ax, und a,+ ax, beständig konvergent, woraus 
man die Konvergenz der Reihen mit den Koeffizienten a, und a ent- 
nimmt. Die Stirlingsche Reihe (15) stellt also, wie schon oben ge 
sagt, im Falle ihrer Konvergenz immer eine ganze Funktion dar. Aber 
nicht alle ganzen Funktionen lassen sich umgekehrt in eine Stirling- 
sche Reihe entwickeln; dies ist vielmehr nur bei einer sehr speziellen 
Klasse von ganzen Funktionen der Fall. Um diese Klasse genauer ab- 
grenzen zu können, wollen wir eine obere Schranke für den Absolutbetrag 
einer durch eine Stirlingsche Reihe (15) dargestellten ganzen Funktion 
F(x) suchen, also eine notwendige Konvergenzbedingung aufstellen. 
Hierzu betrachten wir am besten einzeln die beiden Ausdrücke (18) 
und (19) und brauchen also nur für die in (20) auftretende Funktion 
H(x) eine Majorantenfunktion zu ermitteln. Da es vorkommen kann, 
daß die Reihe (20) für alle nicht ganzzahligen x nur bedingt konver- 
gent ist, transformieren wir sie zunächst in eine absolut konvergente 
Reihe. Hierzu nehmen wir in der Gleichung (22) $—=0. Dann 
entsteht 


23) H(a)=Hfx EN 7 @-1%)..-(@—-(n— 1%) R 
( ) (®) (X) T (x To 2 (&— 1°) - + (2,2 n®) e3 De: 


und diese Reihe konvergiert für alle x absolut. Insbesondere ergibt 
sich für 2, 


er (n!)? 


(23%) H(@)—H + 3 EM am... 


Wenden wir auf die Reihe (20) die Abelsche Transformation in der 
Gestalt 
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24 _ m Mar N RN 5 
24) He) x sinnz ro &S 2 Az nie a Baer 
n= 7 
speziell für 2,—= 0 
> in < == 19% 0 6) DJ 2 9\ & 
(24°) H)= TH (0)+ I pe) m) Dh, 
(r+D!) v0 


Durch Zusammenfügung entfließen aus (23*) und (24*), (23) und 
(24) die Beziehungen 


sinzz lt a a 2 m 
re —:'] nn CH x” (x —1 ) + (& = (n — 123 
n=1 
Hsinzz—rsinne, _ saw (2 — (n—1)2) 
8 SINTT, 3, (2, Ze 19. an & 


n=1 


108. Zur Gewinnung der Majorantenfunktion für H (x) legen wir 
nun die Reihe (23*) in der Gestalt 


= 


N} Ä a [697 x IE de ae Nez n?) 
H(«) = A (0) E Be (n+1)® (ni: ; 
n=0 


zugrunde, wobei «, den Rest einer konvergenten Reihe bedeutet, also 


lım 0,0 
n>% 


ist. Wie früher setzen wir & = rei” und außerdem 


1) eg 


(n!)® Ar 


sodaß wir kürzer 


7 &y d, 
(25) Hi&)= Hi0)+ 4 (m 
n=0 


schreiben können. Die Zahlen «, sind unabhängig von x» und die 
d, Polynome in x mit der Eigenschaft 
|xesinzz 


n| : 


14* 
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Für die Majorantenfunktion von H(x) werden wir in verschiedenen 
Winkelräumen verschiedene Ausdrücke finden. Da H(x) gerade ist, 


5 3X. 
genügt es, den Winkelraum — I <v <T ins Auge zu fassen. Da- 


bei wollen wir die Tatsache ausnützen, daß das Verhältnis 


d, z— n? 


j 2 
d, — a. N 


einen einfachen Wert hat. Sein absoluter Betrag sei &(n), dann gilt 


(26) Ein) na he = Vi+n — 200520. 


Für die Ableitung von E(n) nach » findet man 


En) (n)=— == (r?— n?cos 2v). 


Nun unterscheiden wir bei r>0 zwei Fälle: 
1: r zus - Dann ist cos2v<0, folglich 
En)>1, Ein)<O. 


Somit nimmt die Funktion &(n) ab und strebt für n——oo gegen 1, 
sodaß 


= 4 N zsinmx yorrsine 
I-ıl<|d, < lim |d, | = —— < a 
n>x F 4 Er 4 
= T 3x R 
und daher für ze zu a bei konstantem C, 
@ a zrsing 
(27) | 7 Ay An F re Y | & _C Senn 
(n Ir 1)? | ” 4 dal (n E- 1)? 1 
n=0 ze 
wird. 
5 Te r BT e | 
2. — 7<v<7. Dann ist cos2v>0, also gibt es einen 


und nur einen Wert n von n, für welchen 
EeR)=i 
ist. Er wird durch die Gleichung 


n — u 
 v2cos2v 

geliefert, und man kann für die Ableitung &’(n) ohne weiteres 
schließen, daß 


a SE 
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E(n) <0 fürnen y2, 


emvV2)=0, 
Ein >O fürn>nv2 
ist. Daher ist die Funktion &(n) 
abnehmend für 1<n<ny2, 
zunehmend für nv2<n<m, 


und, da lim&(n) =1 ist, wird 
Nn>x 


En)>1 fü n<n, 
En)<1 für n>n. 


Die Reihenglieder nehmen also dem absoluten Betrage nach anfangs 
zu und später wieder ab, und diejenigen unter ihnen, welche den 
größten Einfluß auf die Größenordnung der durch die Reihe dar- 
gestellten Funktion haben, entsprechen Werten von n in einer ge- 
wissen Nachbarschaft von n—= n. Wir wollen deshalb zunächst d;; ab- 
schätzen, indem wir uns zu diesem Zwecke die ursprünglich nur für 
positiv ganzzahlige n definierte Größe d, durch die Gleichung 


I(c+n-]) 


Se aneer 


für beliebige n erklärt denken. Es sin — 1<n<n, dann erschließt 
man aus dem Stirlingschen asymptotischen Ausdruck für die Gamma- 
funktion die Existenz einer Konstanten C, mit 


| —1, 

| = (Veos®n + VRcoso) 

arc = — 2arcsin (V2 sin v); 
setzt man zur Abkürzung für — 2 RE = 7 


(28) y(v)=cosv-log (Vcos 29-4 Y2cos v)” -+ sin v-2 arcsin (Y2 sinv), 
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so ergibt sich also 


und 

d-<Crevro, 
womit d- abgeschätzt ist. Nun zeigt eine einfache Rechnung, daß für 
n—l<n<sn 

|d,| < konst-|d; 


n | 


gilt. Nach den Eigenschaften der Funktion &(n) muß diese Un- 
gleichung sogar für alle positiven ganzen n bestehen. Im Winkelraum 


— = Zr z wird daher 


SE She Ge 


109. Unsere Ergebnisse (27) und (29) können wir am über- 
sichtlichsten zusammenfassen, wenn wir die bisher nur für 


En 


= nen) 


= 6, rw, 


2 z <u< T erklärte Funktion y(v) auch im Intervall - <v< = 


und zwar durch die Gleichung | 
(30) yv(v)—=nsinv 
definieren und außerdem verlangen, daß y(v) periodisch mit der 


Periode z sein soll (vgl. auch Fig. 24, S. 215). Dann ist y(v) für 
alle v definiert, und für die Reihe (20) besteht stets die Abschätzung 


(31) |Alre)| <CerwW@zR, | 


wobei es nach dem Bisherigen genügt, B=1 zu wählen. Diese Ab- 
schätzung läßt sich indes verfeinern. Durch sehr genaue Untersuchung 
des Einflusses der einzelnen Reihenglieder kann man nämlich be- 
weisen [45], daß die Ungleichung (31) bei positivem & zutrifft für 


BE (aber nicht für $<—1) bei +te<ı<l oe 
1 
(31%)! = — 5 (aber nicht für 8 <-.) bei -Tte<ı<7 Ber® 
1 3 a In 
==: bei Verb 


sehr merkwürdig ist dabei, daß der Exponent £ für v— + 7 und 


3 B. ? ß 
yk 7 größer ist als die Exponenten für alle andern v. Bei der 
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durch die Stirlingsche Reihe (15) definierten Funktion F(x) führt dieses 
Ergebnis dann zu den Abschätzungen: 


\ r R erw io) yä a B1 
IF@—-F(-2)|<eß); ee 
Vi+r cos?» 
ryl) „a 
Ear-RFienlzan een 
| -’=27 
1—r? cos 2v 
(32) 
| ro) „5 
|FE(&) + F(-2)|<e(r) — A a 
Bet | ER = 4 
V 1+r?3cos2v 
' f rıp(v) 3 a, 
|IF@) + FI-2)|<eN — — —, u 


2 
1—r3 cos?v 


wobei e(r) eine für wachsendes r gleichmäßig nach Null strebende 
Funktion bezeichnet. 

Die Ungleichungen (32) sind die angekündigten notwendigen Kon- 
vergenzbedingungen für die Stirlingsche Reihe (15). Soll für eine 
ganze Funktion F(x) überhaupt eine Entwicklung in eine Stirlingsche 
Reihe möglich sein, so muß sie jedenfalls den Bedingungen (32) ge- 
nügen. 

110. Wir kommen nun zu der Frage, ob eine solche Funktion 
dann auch wirklich immer durch eine Stirlingsche Reihe darstellbar 


a) 


ist. Damit werden wir zu dem Problem geführt, hinreichende Kon- 
vergenzbedingungen aufzustellen. Wir wollen zunächst einige Be- 
merkungen über die durch (28) und (30) definierte, mit der Periode x 
periodische Funktion (v) vorausschicken. y(v) ist eine gerade, für 


. . . . P/A .. 
alle v stetige Funktion, die im Intervall 0 <v< 9; monoton wächst 


und im Intervall EZ Ex monoton abnimmt. In Fig. 24 stellt 
die vollausgezogene Kurve die Funktion (v) dar, während zum Ver- 
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gleich der Verlauf der Funktion |zsinv in den Intervallen, wo sie 
nicht mit ı(v) übereinstimmt, strichpunktiert eingezeichnet ist. Die 
Funktion p(v) genügt den Ungleichungen 


76 \ 
a) 
2 


y(v) <y (+ 


und ist somit für alle » positiv und nicht größer als z; wenn man 


ner log | F (re'®) 
(33) »(w)—limsup-e löbe 
Tr>% 
setzt, so lehrt die aus (31) entspringende notwendige Konvergenz- 
bedingung 


(34) kw <w(v), 
daß insbesondere 


h(v)<n 


sein muß, wenn F(x) in eine Stirlingsche Reihe entwickelbar sein soll. 
Zur Gewinnung hinreichender Bedingungen fassen wir nun das 
Restglied (9) 
1 x (2°—1°)--- (@—n?) F (2) 


2rzi) z(2?—1°)--- (m) z—x 


N 


der Reihen (13), (14) und (15) ins Auge und wollen ermitteln, unter 
welchen Umständen es gegen Null strebt. Dies ist, wie ohne große 
Mühe bewiesen werden kann, zunächst gewiß für 


(35) h(v)<y(v) 


der Fall. Jede ganze Funktion, welche dieser Bedingung genügt, 
läßt sich in eine Stirlingsche Reihe entwickeln. Durch genauere Ab- 


Fig. 25. 


schätzung des Restes R, sind wir jedoch imstande, ein noch weiter- 
gehendes Ergebnis zu erzielen [40]. Dazu wählen wir die in 
Fig. 25 angedeutete Integrationskurve.e BCD und FGH sind zwei 


S 3. Die Stirlingsche Reihe. DT. 


Bögen der Bernoullischen Lemniskate r—=nYV2 cos 2v, während DEF 
und ZAB Stücke des Kreises »—=logn darstellen. Mit v„ bezeichnen 
wir die kleinste positive Lösung der Gleichung 


log m)? 


B 
N) 


il 
cos 2,—-z[ 


£) 


d.h. den Arkus des im ersten Quadranten gelegenen Schnittpunktes D 


von Lemniskate und Kreis. Offenbar ist v, kleiner als 7 und 


limv =: 
N 


Wegen der Symmetrie der Integrationskurve zur imaginären Achse 
können wir den Integralausdruck (9) des Restes R, in die Gestalt 


SEE ET 


a7 2(@® 1%): . (22-2) 2228 
ABDCE 
oder 
En % x” x’N\ x? 1 2) 
De «(1 ng = en) Dr ee ls | (0) 5 02 
ABCDE 
bringen. Dabei haben wir z = oe'® und 
F,@)=z[F() — F(-2)]+z[F() + F(-2)]; 
er n (na!) I (z—n) 
Be sn 
gesetzt. 
Im letzten Integral nehmen wir die Zerlegung 
; S=JI +JI+/=PRAH+Q+T, 
ABCDE AB BCD DE 
vor. Dann ergibt sich 
= log Av; (w) A) ziwgw 
n 2 x? ? 
-5 
Un Bi 
Mrz in |, (w) a V2 cos2w(1 +itan2w)ei"dw, 
— Un 


B3 Re 
I, —ilogn fr (w) e'wdw. 


218 Achtes Kapitel. Interpolationsreihen. 


Mit Hilfe des Stirlingschen asymptotischen Ausdrucks für die 
Gammafunktion kann f,(w) auf dem Lemniskatenbogen BCD, d.h. für 


— UNE IDG 
in der Gestalt 


(12) () tem) 


dargestellt werden, wobei z(n) für wachsendes n gegen Null strebt. 
Durch eine einfache Rechnung bekommen wir hieraus 


2— 


@) = 22 (EZ) + em) — 2ne-evwW|1-+e(n)|. 


Tragen wir diesen Ausdruck in Q, ein, so zeigt sich, daß Q, mit 
wachsendem „ unter folgender Bedingung gegen Null strebt: Setzt man 
nach dem Muster von (32) die Ungleichungen 


| F(2) — F(—-z)| <rferwW, 
(36) FE | 
Fl) + Fl-2)| <rferr®" 
an, so muß in der aus ihnen folgenden Ungleichung 


| F, (ee‘*)| < konst- oP+!eevww 
die Zahl 
ß = Max (ß,.,ß, — 1) 
negativ sein. 
Ganz entsprechend ergibt sich auf dem Kreisbogen DE 


| , (w) | < konst.e-”esiuw. 


hieraus schließt man, daß auch T,, für # < 0 und zunehmendes n be- 
liebig klein wird. Dasselbe trifft dann offenbar auch für P, zu, und 
damit ist bewiesen, daß für #?<O 


im 2 =0 

Nn>& 
ist. Hinreichend für die Konvergenz der Stirlingschen Reihe (15) oder 
mit anderen Worten für die Entwickelbarkeit einer Funktion F(x) in 
eine solche Reihe ist also, daß F(x) eine ganze Funktion ist, für welche 
in den Ungleichungen (36) die Exponenten 


B,<0, 
„ei 


sind. Diese Ungleichungen für die Exponenten gewährleisten jedoch nur 
bedingte Konvergenz. Wenn hingegen 


(37) 
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Bel, 


(38) ec 


ist, konvergiert die Stirlingsche Reihe sogar absolut. 


111. Insbesondere ergibt sich aus den Ungleichungen (36), wie 
schon früher bemerkt, daß sich bei h(v) <y(v) die Funktion F(x) in 
eine absolut konvergente Stirlingsche Reihe entwickeln läßt. Zwischen 
den Funktionen A(v) und y(v) kann jedoch auch Koinzidenz eintreten. 
Besonders interessant ist dabei der Fall, daß A(v) und yw(v) für eine 
endliche Anzahl von Werten v des Intervalls - a <v<n überein- 
stimmen, während im übrigen h (v) < y(v) ist. Dann lassen sich nämlich 
die Ungleichungen (37) durch bessere ersetzen. Die endlich vielen 
Koinzidenzpunkte von h(v) und y(v) müssen notwendig außerhalb der 


. “ 37 - . - 
beiden Intervalle a in] 7. gelegen sein. Denn wenn sich inner- 


halb eines dieser beiden Intervalle auch nur ein einziger Koinzidenz- 
punkt befindet, so folgt aus einem bekannten Phragmen-Lindelöfschen 
Satze, daß h(v) und w(v) in einem ganzen Intervall identisch sein 
müssen. Hingegen können, wie wir an einem Beispiele sehen werden, 
h(v) und y(v) in endlich vielen Punkten außerhalb der Intervalle 


ei el = zusammenfallen. Dann zeigt die Untersuchung des Rest- 


gliedes, daß die Darstellbarkeit von F(x) durch eine Stirlingsche Reihe 
gesichert ist, wenn in den Ungleichungen (36) 


0, 
Pı u für 


= sonst 
Ps ER in: 


wo 
5 
> Tv 
fer 
N 
vw mim 


(39) 


= 
u=S 
[© 


gilt. Hieraus erkennt man, daß in den notwendigen Konvergenz- 


bedingungen (32) die Exponenten von + für A ae e und 
BEHOBEN. P 4 7 


für — 7 te<v< n — &(e > 0) durch keine kleineren ersetzt werden 
können. 


8 4. Die Reihen von Gauß und Bessel. 


112. Wenn wir in den Gaußschen Reihen (13) und (14) je zwe 
aufeinanderfolgende Glieder zusammenfassen, sie also in der Form 


\ 


4) F=F0+ I |H)Ar-9+ a) Ar], 


a) F=rO+ N [CH Art) A Fes+i)] 
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schreiben, hat für sie das Restglied dieselbe Gestalt (9) wie bei der 
Stirlingschen Reihe. Daraus folgt, daß die Gaußschen Reihen kon- 
vergieren, wenn die ganze Funktion F(x) den Bedingungen (36) und (37) 
unterworfen ist. Dies darf aber keineswegs ohne weiteres geschlossen 
werden, wenn wir die Reihen in der ursprünglichen Form (13) und (14) 
stehen lassen. Um in diesem Falle der Konvergenz sicher zu sein, 
müssen wir uns vielmehr noch vergewissern, daß die allgemeinen 
Glieder der auftretenden Reihen gegen Null streben. Diese Bedingung 
ist erfüllt, wenn in (36) 

Det für 
(42) Brand 

23 al) für — 
ist. 

Absolute Konvergenz der Gaußschen Reihen (13) und (14) liegt 

vor, wenn für alle v die Exponenten 


(43) ae 
Ps <— 2 
sind. 

Beim Auftreten von endlich vielen Koinzidenzpunkten zwischen A (v) 

und y(v) lassen sich die Bedingungen (42) durch die minder scharfen 
z Q ir: 

(44) er re E ee Susan 

ersetzen. 

Für die Besselsche Reihe (16) kann man die Diskussion des 
Restglieds (12) ganz entsprechend durchführen und erhält die hin- 
reichenden Konvergenzbedingungen, wenn in den Ungleichungen (36), 
(37) und (38) die Zahlen , und /, vertauscht werden. 

Für eine gerade Funktion vereinfachen sich die Stirlingsche und 
Besselsche Reihe zu 
(45) Bee ID Ar 9), 
s=ü 


SEN e-@)--e-6-)% 


(46) F(x) = ORT AF(-s-JH), 


s=0 


für eine ungerade Funktion hingegen zu 


ad TER 1)... (at se) 2eHl 
(47) syE et A F(—-s) 

la 18) (28 _ (SM)... (2 _ si) 241 
Bes ee SRH TORE 


ZN 
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Le 


Ein Vergleich der Formeln (37) für beide Reihen lehrt, daß für 
ungerade Funktionen die Besselsche, für gerade Funktionen die Stirling- 
sche Reihe vorzuziehen ist, wenn man möglichst umfassende Klassen 
von Funktionen darstellen will. 


113. Zuletzt wollen wir die soeben durchgeführten allgemeinen 
Überlegungen auf einige spezielle Beispiele anwenden. 

Für die Funktion coszx sind die Ungleichungen (37) erfüllt; 
sie gestattet daher die beständig konvergenten Entwicklungen 


EIERN E ee (ai 12) 2 es ie) 
s=0. 
und 


< 2 1 
cosae—1+2(7)— 2 ws )- 
Dekan ınoan+tıf cın\ 
ar 2 De (1) 2 Krane) an 


von denen die zweite für alle nicht ganzzahligen x nur bedingt kon- 
vergent ist und daher zeigt, daß die Ungleichungen (37) nicht die ab- 
solute Konvergenz gewährleisten. 

Bei der Funktion sinzxz verschwinden alle Glieder der Gaußschen 
Reihen. Sie ist also nicht in eine Gaußsche oder Stirlingsche Reihe 
entwickelbar. Bei ihr ist $, —=0. Daraus geht hervor, daß man 
für Entwickelbarkeit nach Gauß und Stirling nicht nur 5, <O, sondern 
P; < 0 voraussetzen muß. Wohl aber läßt sich wegen 9, <1,,<O 
für sin ax die Besselsche Reihe 


a 


mm I 1 ..nE a - A ei) 


s=0 


angeben. 

Für das Auftreten von Koinzidenzpunkten der Funktionen h(v) 
und y (v) bekommt man Beispiele, wenn man die Funktion F(x) —t?* 
in eine Interpolationsreihe entwickelt. Die entstehenden - Reihen 


14 Ne) ee 
a lilteel achte 


\ 


(25)! 


a 2 372 zn: — ul ee, 
s=0 


Dr 1 12 (8° 1%): (2 — 5?) 1N2s+1 
ey (in 2, Ray -;) > 


s=0 
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2 Su LAT ee. / 1\°8 
ee = (141) VE ae (3 (ı Te 


PERL, 


ae ee ( ı12s+1 


syn E 

konvergieren absolut und stellen die Funktionen auf der linken Seite 
dar, wenn £ im Inneren des in Fig. 26 anschraffierten Gebietes 
ABCFA liegt, weil dann hk(v) <(v) gilt. Die Reihen konvergieren 
auch im Gebiete CEADC, aber im allgemeinen gegen eine andere 
Funktion als in ABCFA, während sie außerhalb der beiden Kreise 
und in dem von beiden gemeinsam überdeckten Gebiet AECBA 


divergent sind. Auf dem Randstücke ABC FA schließlich ist Av) <w(v), 
und das Gleichheitszeichen tritt für 2?” nur in einem, für ??* + 1-?* 
in zwei, von A und C verschiedenen, Punkten ein, wenn v nicht dem 
Intervall TS|e] nn. angehört, bei z <|v <= hingegen in A 
bzw. C. Die obenstehenden fünf Gleichungen bleiben daher auch 
für Werte £ des Randes ABCFA mit Ausnahme der Punkte A und 
C in Kraft. In diesen Punkten A und C sind nur die zweite und 


letzte Gleichung noch richtig und liefern die früher erwähnten Reihen 
für coszx und sinne. 


85. Die Newtonsche Reihe. 
114. Gegenüber den drei bisher genauer besprochenen Inter- 


polationsreihen bietet die Newtonsche Reihe f4o] 


(17) Fo= 2a, 


\ 


mancherlei neue Gesichtspunkte dar. Wenn diese Reihe für einen 
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L# 


Wert 2,=0,+-ir, von x, der keine positive ganze Zahl ist, konver- 
giert, so een sie auch für jedes rechts von x, gelegene 
2=0--1rt, für welches also o > apiste Die Konveren ist zudem 
gleichmäßig in einem beliebigen Testen Sektor 9,, der seine Spitze 
in x, hat und durch die Ungleichungen 


O<|e-Ün|SR —-Ztn<arck-m)<S-n M>0) 


charakterisiert ist. Diese Tatsachen kann man durch 
Abelsche Transformation auf einem ähnlichen Wege 
beweisen, wie wir ihn bei der Stirlingschen Reihe 
eingeschlagen haben. Das Konvergenzgebiet der 
Newtonschen Reihe ist also, wie zuerst Jensen [2] 
und Bendixson [2] gezeigt haben, eine Halbebene, z,& 
die links von der Konvergenzgeraden, d. h. einer Par- 
allelen o—=4 zur reellen Achse, begrenzt wird. Die 
Zahl A nennt man die Konvergenzabszisse. Für 0 > 4 
ist die Reihe konvergent, für o < A divergent, während 
sich über ihr Verhalten für o—=4 nichts Allgemein- 
gültiges aussagen läßt. Bei einer beständig konver- 
genten Newtonschen Reihe setzen wir A= — x, bei 
einer (mit selbstverständlicher Ausnahme der positiven ganzen Zahlen, 
für welche die Reihe abbricht) beständig divergenten Reihe hingegen 
iA= + oo. In jedem der Konvergenzhalbebene ganz eingebetteten end- 
lichen Gebiet, das sich offenbar in einen Sektor d, einschließen läßt, 
ist die Konvergenz gleichmäßig. Die Reihe stellt also eine im Inneren 
der Konvergenzhalbebene reguläre analytische Funktion F(x) dar. Wenn 
die Reihe in einem Punkte x, auf der Konvergenzgeraden noch kon- 
vergiert, so strebt F(x) einem Grenzwerte zu, falls « in einem Sektor %, 
nach x, geht, und dieser Grenzwert ist gleich der Reihensumme. Eine 
Ausnahme kann eintreten, wenn x, eine positive ganze Zahl ist, wie 
wir.noch an einem Beispiel sehen werden. Setzt man 


n-1 | & | 

log | I (1a, log >) Da,| 

i | s=0 a Im sn son RE REN, 
= no» log n { ; er log n 2 


so ist nach Cahen, Landau [2] und Pincherle [52, 53] die Konvergenz- 
abszisse A für. 2A>0 durch A=x, für A<0 durch 4 = x* bestimmt. 
Man kann auch sagen: Je nachdem die Reihe m im Punkte = 0 
divergiert oder konvergiert, ist = 

In der Konvergenzhalbebene o > 4 ist die ne Reihe im 
allgemeinen nicht absolut konvergent. Das Gebiet absoluter Konver- 
genz ist vielmehr nach Bendixson [2] und Nielsen [12] ebenfalls eine 
Halbebene, für deren Grenzgerade o — u die Beziehung A <u<s<A-1 
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besteht; dabei kann u — 4 wirklich alle Werte zwischen Null und 
Eins annehmen. Um „ zu finden, braucht man nur in den Aus- 
drücken (49) die Größen (—1)’a, durch ihre absoluten Beträge zu 
ersetzen. Während auf der Konvergenzgeraden o=/ in gewissen 
Punkten Konvergenz, in anderen Divergenz vorkommen kann, ist die 
Reihe auf der Grenzgeraden absoluter Konvergenz entweder überall 
oder nirgends (mit etwaiger Ausnahme eines positiv ganzzahligen 
Punktes) absolut konvergent. 

Ein Beispiel für die mannigfachen bei einer Newtonschen Reihe 
möglichen Fälle bietet die durch Abel [4] in seiner berühmten Unter- 
suchung über die Binomialreihe genau studierte Entwicklung 


(50) (A+oe "= Ne ws ’ 

s=0 
Wenn |o|<1 ist, konvergiert die Reihe in der ganzen Ebene, wäh- 
rend sie für |o|>1 außer für die positiven ganzen Zahlen immer 
divergent ist. Bei |o|=1, e# —1 ist sie für o >1 absolut und im 
Streifen 1>0>0 bedingt konvergent, für o <O divergent; es ist 
also A =0, u—1. 

115. Ein merkwürdiges Resultat erhalten wir durch den Grenz- 
übergang o— — 1. Dann entsteht rechts die Newtonsche Reihe 
(51) = I(-17 (5) 

s=0 
mit den Konvergenzabszissen = u=1. Die linke Seite der Glei- 
chung (50) hingegen strebt für 6>1 nach Null. In (51) steht also 
eine Newtonsche Reihe da, welche in ihrer Konvergenzhalbebene 6 >1 
den Wert Null hat. Für <=1 reduziert sie sich auf ihr erstes Glied 1; 
sie ist also im Punkte x —=1 unstetig. In allen weiteren Punkten mit 
o<1 ist sie divergent. 

Aus der Reihe (51) können noch unendlich viele andere ähnliche 
Nullentwicklungen hergeleitet werden. Bezeichnen wir nämlich mit r 
eine positive ganze Zahl, so ist 


(52) N Y,&@—-n)=2/(-1) = bi 

ser 
eine Newtonsche Reihe mit den Konvergenzabszissen i — A=r-J1l, 
die in der Konvergenzhalbebene 6>r--1 den Wert Null hat and 
sonst überall divergiert außer in den Punkten z—=1,2,...,r +1,i 
denen 
Fuel für. nmel, Su 


’ 


2 -rs2) == 


gilt. 


rc 
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Aus Untersuchungen von Frobenius [r] und Pincherle [38] 
folgt, daß sich jede Nullentwicklung der Form (17) in der Gestalt 


(53) c, Ei (X) sr C3 7. (x) mi; u C, FAR (®) 


schreiben läßt, wobei c,, c,,..., c, beliebige Konstanten sind. Wenn c, 
von Null verschieden ist, ist die Konvergenzabszisse gleich der positiven 
ganzen Zahl n. Außerhalb ihrer Konvergenzhalbebene o >n, in der 
sie verschwindet, konvergiert die Entwicklung (53) noch in den Punkten 
2 =], 2,02, RM denen’ sie gleich ec, C,,...,c, ist. 

_ Die Möglichkeit dieser Nullentwicklungen bei der Newtonschen 
Reihe bereitet eigentümliche Schwierigkeiten. Während bei der 
Stirlingschen, Gaußschen und Besselschen Reihe die Entwicklung 
eindeutig ist, trifft dies bei der Newtonschen Reihe keineswegs zu. 
Vielmehr kann man jede durch eine Reihe (17) definierte Funktion 
noch durch unendlich viele andere Reihen derselben Form darstellen, 
die sich voneinander um Nullentwicklungen unterscheiden, und dabei 
erreichen, daß die Konvergenzabszisse einen beliebigen oberhalb einer 
gewissen Zahl gelegenen ganzzahligen Wert erhält. 


116. Um uns vom Einfluß der Nullentwicklungen frei zu machen, 
gehen wir folgendermaßen vor. Wenn erstens A<1 ist, sind die 
Koeffizienten a, der Newtonschen Reihe durch die Funktionswerte 


an den Stellen =1,2,... vermöge des Gleichungssystems 
F(1) — 4; 
(54) F(2) u 27: 


Fe+)=,+l),+:-+a, 


eindeutig festgelegt, und zwar wird 


8 
4, AF(1), 
also 
gi 8 fg 2r]\ 
(55) F@)= D)AFU)(, if 
s=0 


Im Falle A<1 ist demnach die Reihenentwicklung eindeutig. Ins- 
besondere müssen, wenn eine Newtonsche Reihe mit einer unterhalb 1 
gelegenen Konvergenzabszisse Null darstellt, alle Koeffizienten den 
Wert Null haben. Ist zweitens p <A< p--1, wobei p eine positive 
ganze Zahl bedeutet, so läßt sich durch Hinzufügung einer Nullent- 
wicklung erreichen, daß die Reihe in den Punkten #—=1,2,...,P 
beliebige, vorgegebene Werte c,,c,,...,c, annimmt. Ganz allgemein 
können wir es daher, wenn die Funktion F(x) für o >« (« <A) regulär 


Nörlund, Differenzenrechnung. 15 
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ist, stets so einrichten, daß die Reihe für diejenigen positiv ganz- 
zahligen Werte von x, welche oberhalb von « gelegen sind, gerade 
gleich dem Werte von F(x) wird, wie es bei 4<1 von selbst der 
Fall ist. Dies wollen wir uns hier und im folgenden immer aus- 
geführt denken und dann die Reihe seduziert nennen. Falls «>1 
ist, gehen in sie noch die willkürlichen Konstanten c,,s—1,2,..., [«]; 
ein!). Dabei können wir c,— F(s) machen, wofern F(x) im Punkte 
x = s regulär ist. 

Für eine reduzierte Reihe ist die Konvergenzabszisse eindeutig be- 
stimmt. Sie hängt von F(x) ab, ist hingegen unabhängig von den 
vorkommenden willkürlichen Konstanten. Zudem hat sie den kleinsten 
überhaupt möglichen Wert, d. h. wenn die Reihe nicht reduziert ist, 
ist die Konvergenzabszisse mindestens so groß wie bei der reduzierten 
Reihe. Zum Beweise dieser Behauptungen brauchen wir nur zu be- 
merken, daß die für A<O aus (49) wegen 


F()= I, (- 1a, 


2 (1) a,= F(0) — (— 1)" A F(0) 


=0 


für die Konvergenzabszisse entspringende Formel 


n 
Rue? log| A F (0) 
(56) de Ken Sup Fan 


für eine reduzierte Reihe nicht nur bei << 0, sondern immer richtig 
ist. Schreiben wir nämlich die Reihe für =1,2,...,n auf, so 
läßt sich die Beziehung 


n—1 


q : n 
3-Ya= - (1) - I- NY) FO) 
s=— s=1 s=g+1 


herleiten, wobei qg die größere der beiden Zahlen O0 und [@] bedeutet 
und für g= 0 die erste Summe rechts Null ist. Hieraus können wir 
schließen x 


21-1) F)+0@)——-(-N"ARL)+ On), 


* ” * n 
worin bei der Bildung von A F(0) für die nichtdefinierten unter den 
Symbolen F(s) mit s<« etwa der Wert Null einzutragen ist. Weil 


\) [e] ist die größte in « enthaltene ganze Zahl. 
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notwendig A>.« sein muß, folgt unter Heranziehung der Formel (49), 
daß, wie behauptet, für die Konvergenzabszisse einer reduzierten Reihe 
stets die Beziehung (56) gilt. 


117. Auch für die Newtonsche Reihe kann man ähnlich wie bei 
der Stirlingschen Reihe die Frage nach notwendigen und hinreichen- 
den Konvergenzbedingungen aufwerfen. Dabei ergeben sich bemerkens- 
werte Zusammenhänge zwischen der Konvergenzabszisse 4 und den 
analytischen Eigenschaften der durch die Reihe dargestellten Funktion. 

Zunächst hat Pincherle [47] bewiesen, daß sich eine Funktion dann 
und nur dann in eine Newtonsche Reihe (17) entwickeln läßt, wenn 
sie durch ein bestimmtes Integral der Form 


Se" o(d)at 


dargestellt werden kann, wobei die Funktion p(f) einer gewissen Be- 
dingung genügen muß. Ferner hat Carlson [2] durch Abschätzung 
einen Majorantenausdruck der Reihe (17), also eine notwendige Kon- 
vergenzbedingung, hergeleitet. Dazu ist zunächst erforderlich, die 
Reihe (17) in eine in der ganzen Konvergenzhalbebene absolut kon- 
vergente Reihe zu transformieren. Dies gelingt mit Hilfe der Abel- 
schen Transformation. Wenn die Reihe (17) für &=0 divergiert, 
also A > O ist, transformieren wir sie in 


0 


(67) F@= IV") II, 


s=1 v—U 


St 


wenn sie hingegen für = 0 konvergiert, also A < O0 ist, in 


(67°) F@)=FO+ I-1() EC-V’ a. 


s—1 ee 


Dabei sind die rechtsstehenden Reihen für 0 > A absolut konvergent. 
Wenn 420 ist, liegt Konvergenz auch noch in den Punkten auf o = 4 
vor, in denen die Reihe (17) konvergiert. Bei A—=0 braucht dies 
hingegen nicht mehr der Fall zu sein. Jedenfalls gewinnt man also 
für F(x) eine für 0 >A absolut konvergente Reihe von der Form 


(57**) Fo)=bu+ Ib 
wobei Br 
| (— 1)" eıya, vr 220 
ee 
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ist. Nach (49) gilt dann allgemein bei genügend großem n 
d,|<n (6>0). 


Wenn die Reihe (17) in einem Punkte auf o—4 konvergiert, der 
keine positive ganze Zahl ist, kann man sogar 


lm.» *b,=0 fur „A ze 
n>» 


ns re 


behaupten. Schließlich kommt man zu folgendem Ergebnis. Es set 
« eine reelle Zahl größer als die Konvergenzabszisse A, dann ist für 
genügend große r 

„ersten 
(58) |F(@ + ret?)| <err ) ——— 

Eızır yl+rcosv 
und, wenn die Reihe (17) in einem Punkte auf der Konvergenzgeraden 


konvergiert, sogar 
+4 
(59) |Flae+re®w)|<err® —___ en), 


ViI+rcosv 
beides für — > = u Dabei bedeutet e(r) eine Funktion, die 


bei wachsendem > für — 5 ZU = gleichmäßig gegen Null strebt, 
. und p(v) die Funktion 


pP (v) = cosvlog(2cosv) + vsinv. 


Fig. 28, 


In einem Streifen von endlicher Breite « <o <A können wir sogar 
noch etwas mehr aussagen. Dort ist nämlich für hinreichend große r 


BR 5 el rn 
|Flreiv)| <e(ne ER ailogte: 


wobei v»=0 für 20, v»=1 frdi—=0 ist 
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Die Funktion p(v) spielt für die Newtonsche Reihe dieselbe Rolle 
wie die Funktion y(v) für die Stirlingsche Reihe. Sie ist gerade und 


positiv, monoton abnehmend im Intervall — > <v< 0 und monoton 


wachsend im Intervall O<v< =. und hat also ein Minimum für 


v=0. Da die Relationen 


c T wer 2 

p(0)—10g 2, Pe: =) ir 

bestehen, ist sie in die Grenzen 

| lg2 <p()<z 

eingeschlossen. 
118. Eine hinreichende Konvergenzbedingung für die Newtonsche 
Reihe wird durch den folgenden Satz geliefert. Es sei F(x) eine in 
der Halbebene 0 > uw reguläre analytische Funktion und daselbst für 


T IT 
gS1<5 
; ı a ß+e(r) 
(60) |Fle+re®w)|<err®(i+n) : 


wobei e(r) mit zunehmendem r gleichmäßig gegen Null strebt. Dann 
gestattet F(x) eine Entwicklung in eine Newtonsche Reihe, deren Kon- 
vergenzabszisse die größere der beiden Zahlen « und P +3 nicht über- 
steigt. 

Zum Beweise betrachten wir das Restglied der Newtonschen Reihe. 
Wir setzen in der Gleichung (4) 2,—=1, 2, =2,...,%,_,=n. Dann 
entsteht, wenn x in der Halbebene o > « liegt, 


ze 


n—1 
F@= Na’, )+R, 
s=0 
mit 
| s! F(2) 
Re re reeeptt 
De 1 (2 —1) Hear: (cn) F(2) 


n Bri)L@—1)@—-2).--g—n)z—x 


Integriert wird hierbei über eine in der Halbebene o > « (mit etwaiger 
Ausnahme einer kleinen Ausbuchtung bei z = «) gelegene Integrations- 
kurve, welche x und die der Halbebene angehörigen von den Punkten 
1,2,...,n umschließt. Das Integral für R, transformieren wir, indem 
wir z-+« statt z schreiben, in 


1 a A I(e+2—n) F(e+2) pP 
na 9 Dies T(@+2) 2-(x-o) 


(1)  R 
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oder 


1 ITn+1-a)f TI(l-z-e) Fla+tz2) 
(61°) 7 T(1-=:) area. 


und als Integrationskurve nehmen wir den Kreis 
z = 2ncos wei” 


mit dem Mittelpunkt n und dem Radius n. Er wird gerade einmal 


Fig. 29. 


En a; = R En 
durchlaufen, wenn w» von 5 bis + variiert. Die Zahl » wählen 


wir dabei so groß, daß der Punkt x — «, welcher nach der Voraussetzung 
o>« positiven Realteil besitzt, ins Innere des Kreises fällt. Ist « 
eine positive ganze Zahl, so vermeiden wir den alsdann für =0 
auftretenden Pol des Integranden durch einen passenden kleinen Kreis- 
bogen, wie es Fig. 29 andeutet. Nun teilen wir den Integrationsweg 
OCABO bzw. EFCABDE durch zwei Punkte B und C im Abstande 
logn von O in zwei Teile. Das Integral über CAB nennen wir Q,, 
das über BOC bzw. BDEFC hingegen P,, sodaß 

R,=0Q,+P. 


n 


wird, und mit v, bezeichnen wir den Arkus des Strahles OB, d.h. die 
kleinste positive Lösung der Gleichung 


Bei wachsendem » rücken B und C ins Unendliche, und zwar wegen 


lım .. = - 
2 
n>x»n 
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ad 


in solcher Weise, daß sich OB und OC der zu OA senkrechten Lage 
nähern. Nun schätzen wir die Integrale Q, und P, ab. Für Q, greifen 
wir auf die Gleichung (61) zurück. Mit Hilfe des Stirlingschen asympto- 
tischen Ausdrucks für die Gammafunktion ergibt sich, daß auf dem 
Integrationswege für Q, 


|I’(n+1-—-z2)I(e+z—n) | ser, Bet 
| - Fe C,n' ” (cos w)”  e-2ncoswy(w) 


ist. Durch Integralabschätzung kommt man dann weiter zu 


| Q, | a C, ie Fr C, Re (log nee 


es ist also 
lim 0, =0 für 0>a,o>ß-+4. 


Für P, hingegen gehen wir von (61*) aus. Auf dem Integrations- 
wege gilt 


| I(n+1-za)T(l—-z-—e) | Ba en 
Por lese Sr e(1-+logn)  e 


En sin w| 
P} © 


und deshalb 
IP Cm 2f1-jAeen) nr, 


also 
Bus) 0 für 0 >e. 


n>& 


Durch Zusammenfügung unserer Ergebnisse über Q, und P, können 
wir schließen, daß für den Rest R, die Beziehung 


im R, —04 1. fürs >a,0>ß+} 


nn 


besteht, und hiermit ist die ausgesprochene hinreichende Konvergenz- 
bedingung bewiesen. 


119. Die Ungleichung 
1< Max (0, 8 +3) 


kann im allgemeinen nicht verbessert werden, wie sich durch Bei- 
spiele belegen läßt. Will man weitergehende Aussagen haben, so 
muß man neue Voraussetzungen machen. 

Hierzu führen wir die Funktion 


h (v) = lim sup BER ( av, 


T>» % 
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ein. Wenn h(v) <g(v) im Intervall — 3 it = ist, konvergiert die 
Reihe in der Halbebene o > «; dann ist also 


1<e. 


Die Konvergenzabszisse A ist genau gleich @, wenn auf der Geraden 
o=« ein singulärer Punkt von F(x) liegt, und stellt dann die kleinste 
Zahl von solcher Beschaffenheit dar, daß F(x) für o >4 regulär ist. 
In diesem Falle haben wir also eine vollständige Analogie der 
Konvergenz geraden einer Newtonschen Reihe mit dem Konvergenz- 
kreis einer Potenzreihe, der bekanntlich bis zum nächsten singulären 
Punkt der dargestellten Funktion reicht. 


Ferner kann es vorkommen, daß im Intervall — = u <= 


im allgemeinen h(v) < p(v), in einer endlichen Anzahl von Koinzidenz- 
punkten hingegen h(v)—=g(v) ist. Dann läßt sich, falls die Koinzidenz 


Nie — n a) . also im Inneren des Intervalls, eintritt, für die 


Konvergenzabszisse 4 die Ungleichung 
1 < Max (e, ß) 


aufstellen. In diesem Fall übersteigt A also die größere der beiden 
Zahlen « und ß nicht. Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Un- 
gleichung (58), so sieht man, daß die hinreichenden und notwendigen 
Bedingungen nahezu zusammenfallen. Wir sind also im gegenwärtigen 
Falle in der Lage, die Konvergenzabszisse aus einfachen analytischen 
Eigenschaften der Funktion, nämlich der 
Lage der singulären Stellen und der Größen- 
ordnung in einer Halbebene, zu bestimmen. 
Ein Beispiel bietet die Funktion F(x) = t* 
dar. Liegt ? zunächst im Inneren des Kreises 
|t—1)=1, so ist die entsprechende New- 
tonsche Reihe ‚wegen h(v) < @(v) für alle x 
absolut konvergent. Für Werte von ? im 
Äußeren |?—1|>1 kann hingegen die 
Newtonsche Reihe für kein x konvergieren, 
Fig. 30. das nicht eine positive ganze Zahl ist, weil 

dann für gewisse v» die Funktion A (v) > @(v) 

wird, Auf dem Rande |?—1|=1,t+0 schließlich ist kW) <p(v), 
und es tritt ein und nur ein Koinzidenzpunkt zwischen h(v) und @(v) 


im Inneren des Intervalls -$ ze 


2 
die Konvergenzabszisse muß also den Wert A=0 haben. Dies ist in 
der Tat der Fall, wie wir von der Gleichung (50) her wissen. 


auf. Manhatta= — o,ß=0; 


$S 6. Fortsetzung der durch eine Newtonsche Reihe definierten Funktion. 933 


Wenn Koinzidenz zwischen h(v) und y (v) fürv= + = vorliegt 


sind noch weitere Untersuchungen darüber nötig, ob sich auch dann 
eine Verschärfung der Ungleichung 4 <Max («,ß +3) erzielen läßt; 
bei $8+3>« kann man durch eine einfache Betrachtung zu 


h an 


kommen. 


8 6. Analytische Fortsetzung der durch eine Newtonsche 
Reihe definierten Funktion. 


120. Wie sich schon nach den Erörterungen am Schlusse des 
letzten Paragrafen erwarten läßt, braucht auf der Konvergenzgeraden 
einer Newtonschen Reihe kein singulärer Punkt der durch die Reihe dar- 
gestellten Funktion F(x) zu liegen. Man wird daher einmal nach 
analytischen Eigenschaften von F(x) fragen, durch welche die Kon- 
vergenzgerade charakterisiert wird, und zum anderen versuchen, ob 
man die analytische Fortsetzung dieser Funktion über die Konvergenz- 
halbebene hinaus durch eine Reihe von ähnlichem Bau wie (17) 
mit einer weiter links gelegenen Konvergenzabszisse erzielen kann. 
Dies gelingt in. der Tat durch gewisse lineare Transformationen der 
unabhängigen Veränderlichen in der ursprünglichen Reihe, die uns 
später auch bei dem analogen Problem für Fakultätenreihen von großem 
Nutzen sein werden. Ihrer Betrachtung wollen wir, um uns später 
bequem darauf beziehen zu können, einige Definitionen vorausschicken. 

Für eine durch die Reihe (17) definierte Funktion F(x) können, 
wie wir gesehen haben, immer zwei Zahlen « und ß derart gefunden 
werden, daß F(x) für o>.« regulär und der Ungleichung 

IT 
3) 


mit gleichmäßig nach Null strebendem &(r) unterworfen ist. Nun sei 
«, die kleinste Zahl von solcher Beschaffenheit, daß F (x) für 0 >.&, 
regulär ist. Dann können wir die letzte Ungleichung für ein beliebiges 
« > a, ins Auge fassen. Zu ihm gehört eine untere Grenze u = u(«) 
der Zahlen f, für die sie richtig ist. Hierdurch wird für o >«, eine 
Funktion u(o) definiert. Diese ist offenbar niemals wachsend, wenn 
6 zunimmt, außerdem ist sie in jedem Intervall, wo sie endlich ist, 
auch stetig. Wenn u(o)> — x für o>«a, ist, können zwei Fälle 
eintreten: entweder ist u(o) für o>«, nach oben beschränkt oder 
nicht. Im zweiten Falle sei «, die durch folgende Forderung erklärte 
Zahl: es soll bei beliebig kleinem positiven e für o>«a,-+e die 


(60) |Z(le+rei)l<errW@(1-Lr)Pr:n ee = <v 


IN 
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Funktion F (x) regulär und die Funktion u(o) endlich sein, während 
mindestens eine dieser beiden Tatsachen für o>«, — e nicht mehr 
zutrifft. Wenn o nach «, absinkt, kann also u(o) entweder einem 
endlichen Grenzwert zustreben oder unendlich zunehmen. Offenbar 
ist, — 0 

Ferner betrachten wir in der Halbebene o >«, das Verhalten 
der Funktion F(x) auf senkrechten Geraden. Bei genügend großem 
o ist 

|IF(o+ir)| = Ole"). 


Es sei &=£(o) bei beliebigem «>«, die untere Grenze der 
Zahlen k, für welche diese Gleichung in Kraft bleibt. Dann ist 
für o>e, 


7 
3 
Phragme£n-Lindelöfschen Satze folgt. Im Streifen «, <o<e, kann 
nun &(0) beschränkt sein oder nicht. Wir führen eine Zahl «,’ so 
ein, daß für 0>«,'—+e die Funktion F(x) regulär und die Funktion 
&(o) nach oben beschränkt ist, hingegen für o>«, — e nicht mehr 
beides zutrifft. Die Zahl «, gehört dem Intervall ,<e, <a, 
an, und der Grenzwert &(«, +0) kann entweder endlich oder un- 
endlich groß sein. Aus der Definition von «, folgt, daß 


Denn es ist v(+ )-#, während die untere Grenze aus einem 


SUP für — ES <e 


ist. Nach Lindelöft) beweist man nun die Existenz einer Zahl «* 
derart, daß &(o) für «,< o<«* positiv, monoton abnehmend, stetig 
und konvex, für o > «* konstant ist. Es ist daher sogar im Intervall 
ae 


(>25, 
weil &(o) nicht wachsen kann. Aus der Stetigkeit von £(o) im 
Punkte «, folgt daher 

Ea)=z- 
Die Zahl «* kann rechts von «, liegen und sogar unendlich groß 


sein. Setzen wir &,’=min(«,, @*), so ist 


' ’ 
EETETER 


!) Quelques remarques sur la croissance de la fonction Ss), Bull. sc. 
math. (2) 33 (1908), p. 311-356. 
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Im Intervall es o<e, ist & (0) > De Wenn eo, = ot 


&(o),= > im Intervall @&’<o<«, und überhaupt für 6>«,'. Wenn 
hingegen «,'’=«, <.«* ist, nimmt &(o) für «’<o<.«* noch ab und 


ist für o > «* konstant gleich &(«*) mit O0 ZSEler) > 


121. Nunmehr wollen wir die durch die Reihe (17) in der Halb- 
ebene o > definierte Funktion F(x) zunächst in die Halbebene 
0o>«, fortsetzen, d.h. in die größte Halbebene, in der F (x) regulär 
und w(o) nach oben beschränkt ist. In einer gewissen Halbebene läßt 
sich F(x) immer auch durch eine reduzierte Reihe von der Form 


(62) Fe), (+7) 


darstellen, wobei o eine beliebige Zahl ist. Den Sonderfall o=1 
haben wir schon in der Gleichung (57) kennen gelernt. Es sei 4, 
die Konvergenzabszisse der Reihe (62) bei reellem o. Ist u(o)= — © 
für 0>«,r so wird ,=0, bei beliebigem o. Falls hingegen 
u(o) > — © für o>.a«, ist, wird durch die Gleichung 


Al@)t3—e=0 (e >) 


«= «(o) als stetige und für wachsendes o monoton abnehmende 
Funktion von o definiert. Für die zugehörige Konvergenzabszisse A, 
bestehen dann die Ungleichungen 


.()-1<h,<eule). 


I 


dem Grenzwert 


Wenn o über alle Grenzen wächst, strebt die Konvergenzabszisse 4, 


A, 


[e) 1 


zu. Ist u(e&, +0) unendlich, so erreicht A, seinen Grenzwert «, für 
keinen endlichen Wert von o. Ist hingegen u(«, 0) endlich, so 


4 


wird J,=«, schon für genügend große endliche o, nämlich für 
eu +0)+3—-- 


Man kann also vermöge der Transformation (62) bei passender 
Wahl von o die Funktion F(x) in die ganze Halbebene o >«, fort- 
setzen, deren Grenzgerade o— «, durch einfache funktionentheoretische 
Eigenschaften von F(x), Regularität von F(x) und Beschränktheit von 
u(o) nach oben, gekennzeichnet ıst. 


122. Hingegen erlaubt uns die Transformation (62) nicht, die 
Gerade o— «, zu überschreiten und in den Streifen ,<0<e, ein 
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zudringen. Dort ist vielmehr die Reihe (62) für alle o divergent. 
Durch eine andere Transformation aber können wir wenigstens bis 
zur Geraden o=., gelangen. Jede durch eine Reihe (17) darstell- 
bare Funktion ist immer auch in eine Reihe 


(63) Fe)=) e, ee a 


s=0 


entwickelbar, wobei » eine positive Zahl mit O<w<<1 bedeutet. 
Für die Konvergenzabszisse A(w) dieser Reihe gilt 


1(0) <,, 
und für O<o<o wird 


i(®) <A(o). 
A(®) ist durch die Gleichung 


E (A (w)) = (<o<1) 


E14 
2@ 
eindeutig festgelegt und strebt fir o@—0 dem Grenzwerte «, zu. 
Wenn &(«@/ +0) endlich ist, erreicht A(w) seinen Grenzwert &, 


0 
schon für 
E71 


DZ, 
0 2E(&, +0) 
und es wird 


i(w)=a, für O<w<o,- 


Wenn hingegen £(«, + 0) unendlich groß ist, nimmt Aiw) seinen 
Grenzwert «, für keinen positiven Wert von w an. 

Damit ist die Funktion F(x) in die Halbebene 0 > «, fortgesetzt, 
deren Grenzgerade wiederum durch einfache funktionentheoretische Eigen- 
schaften von F(x), Regularität und Art des Anwachsens auf vertikalen 
Geraden, charakterisiert wird. 

Die Funktion A(w) ist stetig und monoton wachsend im Intervall 
@, <@ <1, hingegen unstetig für o=1. Denn wenn ® zu 1 an- 
wächst, strebt A(o) nach «,’, und im allgemeinen ist &’<A(1)=4. 
Wenn also ® von 1 an abnimmt, macht die Funktion A(o) zuerst 
einen Sprung von A bis 0; dann nimmt sie monoton ab, bis ® in 
@, ankommt, um nachher für O<®<w, konstant gleich &, zu 
bleiben. Für &,=0 sinkt A(w) gegen «,' monoton ab, ohne den 
Grenzwert je zu erreichen. 

Die Ausnahmestellung des Wertes = 1 rührt daher, daß wir 
die Existenz einer Entwicklung der Form (17) vorausgesetzt haben. 
Wenn wir allgemeiner nur voraussetzen, daß sich F(x) durch eine 
Reihe von der Gestalt (63) darstellen läßt, so ergibt sich die Existenz 
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einer Zahl w, derart, daß A(w) im Intervall O<o»< o, endlich ist, 
aber nicht mehr für > o,. Im Punkte ® = w, ist die Funktion 1(o) 
im allgemeinen unstetig. Hingegen ist sie im Inneren des Intervalls 
@<w<w, Stetig, monoton wachsend und durch einfache ana- 
lytische Eigenschaften der Funktion F (x) genau bestimmbar. Für 
©®= @, sind nur gewisse, wenn auch ziemlich enge Grenzen für die 
Konvergenzabszisse }(®,) bekannt. Die Frage nach der genauen 
Ermittlung von A(w,) ist vergleichbar mit dem Problem, ob eine 
Potenzreihe in einem Punkt auf dem Konvergenzkreise konvergiert 
oder nicht. 

Zusammenfassend ergibt sich aus unseren Überlegungen als 
notwendige und hinreichende Bedingung für die Darstellbarkeit einer 
Funktion F(x) durch eine Reihe von der Gestalt (63), daß F(x) in 
einer gewissen Halbebene o > « regulär ist und dort bei festem positiven k 
die Ungleichung 

IF@)|< er 


erfüllt. Dabei genügt es, 


log 2 
@< E 


zu nehmen. 
123. Zum Schluß wollen wir die erhaltenen Ergebnisse noch durch 
einige Beispiele näher beleuchten. Es sei erstens 
1 


Ana 2L 


Aue et, 
wobei « eine beliebige Zahl bedeutet, die nur nicht positiv ganz sein 
darf. Dann kann man die Gleichungen (54), welche zwischen den 
Funktionswerten für die positiven ganzen Zahlen und den Koeffizienten 
bestehen, leicht auflösen und findet die reduzierte Reihe 


1 Tee | 
2, > )@=2) 


— u e—1)(«—2)..-(e—-s—1)’ 


deren Konvergenzabszisse gleich R(«) ist. Diese Reihe kann auch durch 
Grenzübergang aus der Nicoleschen Identität (3) gewonnen werden. 
Wenn hingegen « eine positive ganze Zahl $ ist, hat die Reihe 
keinen Sinn. Dann bleibt der Koeffizient a,_, willkürlich. Wählt 
man ihn gleich Null, so entsteht die reduzierte Reihe 


p-2 
1 @-1)@e-2): es) 
ap ER EN EDISICHTER) 


a Er x—2):--(x—-5) 1 1 Ri mal 
ed ran te Kae) 
s=p 
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mit der Konvergenzabszisse $. Außerhalb der Konvergenzhalbebene 
wird die Funktion noch für jeden positiv ganzzahligen Wert von x 
außer = durch die Reihe dargestellt. 
Zweitens möge 
F (x) = a@zPlog’x 


sein. Für a —1|<1 wird Aw) <gp( v), und die Newtonsche Reihe 
konvergiert. Die Konvergenzabszisse ist dabei im allgemeinen gleich 
Null, wo sich ein singulärer Punkt befinde. Nur wenn y=0 und 
eine nichtnegative ganze Zahl ist, konvergiert die Reihe in der ganzen 
Ebene. Für |a—1|=1 und „+0 tritt ein Koinzidenzpunkt zwischen 
h(v) und p(v) auf. Dann ist die Konvergenzabszisse gleich der größeren 
der beiden Zahlen O und R(P). 
Drittens betrachten wir das Integral 
1 
F («) et, 

ö 
das für y>0O in der Halbebene o> 0 konvergiert. Bringt man es 
durch Abänderung des Integrationsweges in die Gestalt 


F(&)= Vier fer dE, z = 3/- 
z 


so sieht man, daß F(x) eine ganze transzendente Funktion ist. Mit 
Hilfe der Formeln 


frar. Fe ae 
z 

Et Fr . In In 
fe dem Ya ts = Sarcı<T, 


können für F(x) die asymptotischen Ausdrücke 


1 x 
F(x2)w - er 
( ) x > T< UV en ) ’ 
KR ix? 
tn 


Fon —+Vter, Suse, 


2 


hergeleitet werden. Sie liefern für die Funktion h(v) 
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wenn man 


a 
bei beliebig kleinem positiven e annimmt. Es ist also h(v) < p(v) 
.. IT 
für — = <v zz Daher konvergiert die Newtonsche Reihe (17) für 


> — ny. Andererseits folgt aus der Carlsonschen Ungleichung (58), 
daß sie für o< — ny divergiert. Sie hat also genau die Konvergenz- 
abszisse A—= — ny. Über die Halbebene o > — rzy führt auch die 
erste Transformation (62) nicht hinaus. Um die analytische Fortsetzung 
von F(x) über die Gerade o—= — zy zu bekommen, muß man viel- 
mehr F (x) in eine Newtonsche Reihe der Form (63) entwickeln. Deren 


’ 


- 2 E TC 2 . 
Konvergenzabszisse wird A(w) = — en und nimmt nach — oo hin ab, 


wenn & zu Null absinkt. Wählen wir & immer kleiner, so vermögen 
wir also allmählich die Funktion über die ganze Ebene hin fortzu- 
setzen. 


Als letztes Beispiel untersuchen wir die ganze Funktion 
a’! 
T@)’ 
Mit Hilfe des Stirlingschen asymptotischen Ausdrucks für die Gamma- 
funktion gewinnt man 


Eile) a>hd. 


IhW)=—-o fü —— <v< 
und 


Aus diesen Gleichungen kann man schließen, daß die Newtonsche 
Reihe (17) der Funktion Fe) füro >, 2 konvergiert, weil für &—=3 
die Funktion u(o) den Wert Null hat. Da jedoch hier gerade der 
Fall vorliegt, daß hA(v)=gp(v) an den beiden Enden des Intervalls 
— = Dr = ist, vermag man von vornherein nicht zu sagen, ob die 
Konvergenzabszisse gleich 3 ist. Um diese Frage zu entscheiden, 
können wir einen asymptotischen Ausdruck für die Koeffizienten der 
Reihe heranziehen. Definiert man nämlich die Laguerreschen Polynome‘) 


L,(x) durch die Beziehungen 
e? d" (2" e e=2) 
L,@)=1, L,@= er: n=1,2, 
1) Zu den Laguerreschen Polynomen vgl. beispielsweise R. Courant- 
D. Hilbert: Methoden der mathematischen Physik 1, Berlin 1924, p. 77—79; 
S. Wigert, Contributions ä la theorie des polynomes d’Abel-Laguerre, Arkiv 


Mat. Astr. och Fys. 15 (1921), Nr. 25. 
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so zeigt sich, daß 


-—1 =TH Br PR 
(64) Ti -VLa", ) 
3s=0 
“ EN f 
= ei Bi 
2ı ’( Ss )Z\ RT 


ist. Nun treten aber die Laguerreschen Polynome auch als Ent- 
wicklungskoeffizienten der Reihenentwicklung 


ay 


1 


4 er Bi. (a) y’ 
1-y = s\ 


auf, und die Koeffizienten dieser und ähnlicher Reihenentwicklungen 
lassen sich nach Fejer!) und Perron?) sehr genau asymptotisch ab- 
schätzen. Aus der Formel (49) erhält man dann schließlich für die 
Konvergenzabszisse der Reihe (64) den Wert =; und für die ab- 
solute Konvergenzabszisse den Wert u=?; die Reihe konvergiert 
also bedingt im Streifen <o<. Transformiert man sie in eine 
Reihe der Gestalt (62), so ergibt sich in entsprechender Weise, daß 
we = und die absolute Konvergenzabszisse u, — = —_ 5 ist, 
wobei o eine beliebige positive oder negative ganze Zahl sein kann. 
Der Abstand zwischen den beiden Geraden ist immer gleich 5, und 
wegen A,— — © für 0—0o0o kann man durch Wahl eines genügend 
großen o die Konvergenzhalbebene beliebig vergrößern und so die 


Funktion in die ganze endliche Ebene fortsetzen. 


8 7. Numerische Differentiation und Integration. 


124. Bei der numerischen Differentiation und Integration (man 
spricht auch von mechanischer Differentiation oder mechanischer 
Quadratur) handelt es sich um das Problem, die Ableitungen oder 
das Integral einer Funktion zu ermitteln, wenn man die Werte der 
Funktion lediglich für gewisse Werte der unabhängigen Veränderlichen 
kennt. Meist ist es dabei so, daß man über das Differenzenschema 
der Funktion verfügt. Wie schon früher erwähnt, kommen derartige 
Aufgaben in den Anwendungen der Interpolationsrechnung oft vor. Um 
sie zu lösen, verfährt man gewöhnlich in der Weise, daß man für 


!) L. Fejer, Asymptotikus ert&kek meghatärozäsäröl, Mathematikai £&s 
termeszettudomdnyi £rtesitö 27 (1909), p. 1—33; Sur une methode de Darboux, 
C. R. Acad. sc. Paris 147 (1908), p. 1040-1042, 

®) O. Perron, Über das infinitäre Verhalten der Koeffizienten einer ge- 
wissen Potenzreihe, Archiv Math. Phys. (3) 22 (1914), p. 329340. 
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die unbekannte Funktion eine Interpolationsreihe ansetzt und diese 
gliedweise differenziert oder integriert. Die Konvergenzfrage läßt man 
dabei fast immer ganz beiseite, und hinsichtlich der auftretenden 
Koeffizienten begnügt man sich, die ersten unter ihnen numerisch aus- 
zurechnen oder aus Tafeln, in denen sie niedergelegt sind, zu ent- 
nehmen. Natürlich bekommt man bei diesem Vorgehen kein rechtes 
Bild vom Bau der Koeffizienten und von der Natur der entstehenden 
Reihen, sondern hat im Gegenteil häufig umständliche und wenig über- 
sichtliche Rechnungen auszuführen. Wenn man hingegen das Problem 
systematisch als Problem der Differentiation und Integration von Inter- 
polationsreihen in Angriff nimmt, wie es in diesem Paragrafen ge- 
schehen soll, so zeigt sich, daß man die Koeffizienten sehr einfach aus- 
drücken und die Konvergenzfrage vollständig erledigen kann [40]. 
Grundlegend sind dabei unsere früher in Kapitel 6, $5 erzielten Er- 
gebnisse. über Bernoullische Polynome mit lauter gleichen Spannen. 

Es sei F(x) eine Funktion, die in einer Halbebene o > « regulär 
und daselbst bei positivem k der Ungleichung 


(65) |F@)]|< Cerle! 


unterworfen ist. Wie aus den Überlegungen am Ende des vorigen 


Paragrafen hervorgeht, läßt sich dann F(x) durch eine Newton- 
sche Reihe 


8 


B6) El@+9)= DEP 299% AFl@+ 0) 
s=0 


! 
Sir ©» 


lon2: ; 5 
darstellen, jedenfalls, wenn O0 <o< — ist. Bildet man die zu F (x) 


gehörige Funktion A(w), so konvergiert die Reihe für R(x + y) > 4(o) 
und divergiert für R(e +y)<A(w). Wenn R(x)=0>4(w) ist, kon- 
vergiert also die Reihe in einer kleinen Umgebung des Punktes y—0 
gleichmäßig in y. Daher können wir gliedweise nach y differenzieren 
und finden für y—0 


Schi 


(67) F (= D/(-oY(1+5 Den. +) AFl@+o) 


oder auch, wenn wir an unsere Ergebnisse in Kapitel 6, $5 denken, 


DE B%+t? 8s+1 
8 \ . 
(67*) Eie)— > nk Fix +0); 
s=0 2 
die Konvergenzabszisse dieser Reihe ist gleich A (w). 
Wenn wir nach der Differentiation nicht y== 0, sondern y=@ 
setzen und nachher & — w statt x schreiben, erhalten wir die noch 


Nörlund, Differenzenrechnung. 16 


949 Achtes Kapitel. Interpolationsreihen. 


L 


einfacher gebaute Reihe 


zes - 
(68) F(@)= DL A F(e) 
so ” 


ebenfalls mit der Konvergenzabszisse A (w). 

Mittels der letzten drei Formeln wird die erste Ableitung F’(x) 
der Funktion F(x) durch die Differenzen von F(x) ausgedrückt. Wünschen 
wir die höheren Ableitungen, so brauchen wir nur die Formel (Kap. 6, 


$ 5, (86)) 


(69) in [((y — o)(y — 20)... (y— sw)] = @* " Be (2) 


zu berücksichtigen. Nach den beiden für die erste Ableitung benutzten 
Verfahren bekommen wir einmal 


= een 
(70) Be  —- AF@+o) (>) 


und wegen 


(s+n+1 n stn 
Be 
ö s-n 


weiter 


o s p(s+tn) s+n 


(71) F” (x an 2 AF@) (0 >A(o)). 


Damit sind wir zur Lösung des in Kap. 1, $3 und Kap. 6, $4 
erwähnten Problems, Ableitungen durch Differenzen darzustellen, gelangt. 
Für die mechanische Quadratur ergeben sich aus (66) die Formeln 


x+@ 


2 Hrn 
(72) ı[r@a@- N "T-Ärete), 
x Eee 
to Er y 
5 Be ne 
(73) sr D+SArR@)- Se TEmArß. 


Auch die hier auftretenden Reihen sind in der Halbebene 6 > A (w) kon- 
vergent. Benötigen wir das Integral über eine Strecke von der Länge ], 
so wenden wir die Formeln m-mal an. Wir teilen die Strecke in m 
gleiche Teile, setzen also Z= mw, tragen in (72) und (73) nachein- 
ander 2,2 +@,..,02-+ (m — 1) ein und addieren die derart gefun- 
denen Gleichungen. So entstehen die Relationen 


en 
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TZ+mMmo m 


Det +so) 
x 


SnSBeet 


DE 2 Do. 0). 


sl 


tm 


Fie)da = 


oaF@+Flae+w)+:-- a 
© s—1) 
ä Fe+ma)l 


> ear@-2 
Die letzte von ihnen wurde von Laplace in seiner Me&canique celeste [8] 
aufgestellt, wenn auch ohne Konvergenzuntersuchung. 

Auch Formeln für mehrfache Integrale können wir leicht her. 
leiten. Wir sehen also, daß wir bei Kenntnis der Differenzen einer 
Funktion nicht nur den Verlauf der Funktion selbst, sondern auch den 
ihrer Ableitungen und Integrale vollständig beherrschen. 


125. Die bisher erhaltenen Beziehungen sind nicht nur von 
praktischer Bedeutung;. sie liefern auch theoretisch belangreiche Er- 


gebnisse. Setzt man z.B. in (70) oder (71) F(x)= = so ergibt sich 
eine Fakultätenreihe für . 


@ ..6-1)° ar 
RENT -(@+s+n)’ 


welche in der Halbebene o > 0 konvergiert. Aus denselben Formeln 
entfließen für F (x)— Y(x) folgende Fakultätenreihen für die Ableitungen 
yo.) von Y(x), bei denen 0 > 0 vorausgesetzt ist: 


De Bew, 


(n) N 
r alas 1) md (+1)(&+2):-- -(©+s+n)’ 
| = ( » 3) Be 1 
n)[ N— s ei = 
4 @)=(-1) In stn 2(c +1): (e+s+n—1)' 


Eine interessante Reihe für Y(x) selbst bekommen wir, wenn 
wir in (68) F(x)=log7 (x) wählen. Sie lautet 


Y(x 3-35 A log x (> 0); 


244 Achtes Kapitel. Interpolationsreihen. 


beispielsweise wird also 


s+1 
eG In 8 log1. 


Als letzte Anwendung der Differentationsformeln wollen wir erwähnen, 
daß wir vermöge der Gleichung (71) bei F(x) = (1 + f)*-! und |t|<1 
zu der Relation 


a, s Bet") 


log (1+N1"__ ER E Te 
(eetsayn. SEE, ca 
s=0 


gelangen können, die ein Spezialfall der am Schlusse von 77 in Kap. 6, 
fl ei t 
$ 5 angeführten Reihenentwicklung der Funktion $ i EL ur ist und 


noch unmittelbarer durch Differentiation nach x in ne Formel (50) 
von $5 entsteht. 


Auch mit Hilfe der Integrationsformeln (72) und (73) lassen sich 


: < / 1 
bemerkenswerte Entwicklungen gewinnen; z. B. findet man für F(x) = — 


1 x ey 29 
log (1 +4) =» (<+1)(@+2)---@+s) z 


1 1 Dyml Be 1) 1 u | 
% 22(2+1) = s-l1 z(s+l)---(@+s) 


log (1 - = — 


oder für F(x)= ?(«) 


; 1 (-1)° B(® 1 
Heller s (@H+V@+d-...@+S' 


1 {= DB -1) 1 
Ya) =logx — — >, en en 


men 


Alle vier Darstellungen sind in der Halbebene o > 0 gültig, die 
letzten beiden liefern für <= 1 Reihen für die Eulersche Konstante. 


126. Neben der Newtonschen Reihe sind zur numerischen Diffe- 
rentiation und Integration auch die Stirlingsche und Besselsche Reihe 
geeignet. Um sie benutzen zu können, muß man voraussetzen, daß 


F (x) eine ganze Funktion ist, die in der ganzen Ebene der Bedingung (65) 
genügt. Wählt man dann 
_miny(v) log(3+2,/2 
Ie|< a Yrr> ne : 


so konvergieren die Stirlingsche und die Besselsche Reihe 
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_ 0? en v2) 28 
(74) F(c-+9y) -3?7 ech Ber et IA Fle — so) 


@ 


— @? — a8) 2st 
re an ne 


o @ 


.(@5) F(@+y +8) — 


_ CHT a 
Oele 
el, A N 
eo > (3) zz) Paz (s- 3) Are — so) 


in der ganzen Ebene. Differenzieren wir in ihnen nach y und ziehen 
wir für die Ableitungen der vorkommenden Faktoriellen an der Stelle 
y=0 einige aus (69) herleitbare Formeln, z. B. 


= a" q 5 2s+1-n (?s-1)! 2) 
a) ba) rl me 


sowie die alten Ergebnisse über die D/* aus Kapitel 6, 8 5 heran, so 
erhalten wir Reihen für die Ableitungen von F(x) in den Punkten x 


und x —+ 7 nämlich aus der Stirlingschen Formel 


® Daran 1 
(77) Fen-n Or 2, (e) TE - ya F(&e —(s+n)o), 


25 Dr 2s+2n 


(78) %) -2.3, (5) a A F(@® — (s+n)o) 


und aus der Besselschen Formel 


2 5, p@s+®ntl) 9542 


a) Fan +3)=- 3 (2) an A VFe@-6+mo), 


s=0 (0) ao 


\ 
(80) Fen+n («+ 3) — 
Deeger 2s+2n+1 


en" nam & F@-(+mo). 


[07) 
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Besonders einfach sind natürlich die Reihen für die ersten Ableitungen; 
sie lauten 
& ne 2s+1 


Fl = Yo gen AVF@-6+1)o), 


a > 


(82) F x 2. N iR Sr tn 1) ze ‚Ar = =: 


3=0 


Wir wollen noch anmerken, daß man die unmittelbar aus der 
Besselschen Reihe für y=0 entspringende Gleichung 


DR s[@\281-3-5---(2s—1) 2°, 

@) Fle+3) zz le) See AB wu 
s= 

mit Vorteil zur Halbierung eines Tafelintervalles oder allgemeiner zur 

Herstellung einer Tafel mit dem Intervall en benutzt. 


Für die numerische Integration kommen die Formeln 


+ 
gl = @\28 Be 28 
(84) !|r@e-- 3) eg: Je-nAFfe@ so), 
z+o 
1 = @\28 D! ®) 25 
(85) ı[r@@-3 (2) es AV F(x — so) 


in Betracht. Beispielsweise entfließen aus den Stirlingschen Reihen 
für sinzz 


und cos zz und der Besselschen Reihe für sinxzz (vgl.$3 und 4) 


die Formeln 


ne 
a 
ns © (= N 
n 02 As 1) (5)? 
0 
E93 1 Su 
2 (= ip+ Di 1) 


= me 


a 8) 


5 

BER 
I= -3,(- "ern 
0 


$ 3. Anwendung der Interpolationsreihen auf das Summationsproblem. 947 


Wenn die Funktion F(x) nicht den Bedingungen genügt, die wir 
ihr jeweils auferlegt haben, divergieren die in diesem Paragrafen auf- 
gestellten Reihen in x und w. Aber auch dann können sie bei numeri- 
schen Rechnungen vorzügliche Dienste leisten, wenn sich die Funktion 
F(x) in dem gerade in Frage kommenden Intervall angenähert wie 
ein Polynom verhält. In diesem Falle nehmen die Differenzen zunächst 
stark ab, sodaß die ersten Glieder der Reihen eine gute Annäherung 
liefern. 


8 8. Anwendung der Interpolationsreihen auf das 
Summationsproblem. 


127. Schon in $2 haben wir hervorgehoben, daß die Interpolations- 
reihen von Bedeutung für die Lösung von Differenzengleichungen sind. 
Um dies näher zu erläutern, wollen wir jetzt von einigen Anwendungen 
dieser Reihen auf das Summationsproblem reden [37]. 

Zunächst befassen wir uns dabei mit der Newtonschen Reihe. 
Wenn die Funktion p(x) bei beliebig kleinem positiven e in der 
Halbebene o > b--e regulär ist und dort der Ungleichung 


(86) pp eeiet 


genügt, so wissen wir, daß die Summe 


P7 
SP@)Az=Fle|o) 
a [07 


ir 0ew— = in derselben Halbebene existiert und der Wachstums- 


beschränkung 


(87) | [F@|o)|< c,e®+1e| 


log 2 
unterworfen ist. Nehmen wir, wie im folgenden durchweg, 0 <w< : 5 


so muß sich also F(x|w») vermöge der Formel 


Yes 


@ 


y—-@ (y—-s® 
(8) Fa@+9)= CE un 


in die Newtonsche Reihe 


(89) F(z+y|o)= ea) + 3 °e= weg (2) 


entwickeln lassen. Diese ist für R(x + y) > b konvergent und, wenn 
die Funktion p(«) für b—-e<o<b--e nicht mehr regulär ist oder 


(93) 
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dort für kein k mehr der Bedingung (86) gehorcht, für R(e+y)<b 
divergent. 


B . [097 . “ 
Wählen wir insbesondere y= 5, 50 gewinnen wir wegen 


F(&|20)=G(& 


folgende für co >b — 5 konvergente Entwicklung der Wechselsumme: 


so ser. 


s=—0 


Bei ihr können im Inneren des Konvergenzgebiets, nämlich im Streifen 


b— 5 <o<b, singuläre Punkte der dargestellten Funktion liegen. 


Für y=—7z ergibt sich beio>5b-+, ähnlich 
S @\81-3-5---@s+1) ® 
er) ce-3)-2- vn Are. 
=> 


Eine andere Reihenentwicklung für die Summe F(x|w) entsteht, 
wenn wir die durch Differentiation der Beziehung (88) nach y herleit- 
bare Gleichung 


‚ Sr. S yyw—-@)..-y—so)fl 1 1 \ a 
an 0 (st)! Ip»! ar ee I Ty-sof Sir, 
s= 


benützen. Tragen wir nämlich statt F(x) das Integral über die Summe, 
also 


(92) [ Fl|w)az 


ein, so erhalten wir 


(S- y—@0 


—s® 1 hd 
F(&+ y|o) -3120- m (v oe a nd \fle). 
Dabei haben wir wie früher 
x 
(94) f@)=Sp(e)dz 
a 


gesetzt; Konvergenz ist wieder für R(& + y)> b vorhanden. 


Besonders einfach gestaltet sich natürlich der Fall y=0. Er führt 
zu der Darstellung 


(05) Fel)- NM orArk)  (e>B), 
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die durch Differenzenbildung unter Berücksichtigung der Gleichung (68) 
leicht unmittelbar zu bestätigen ist. Für y= — w entspringt unter der 
Voraussetzung o > b-+ w die andere Formel 


6) Feel) - I Ya hintamle'äre) 


w® Bst $ 


nr. 


128. Will man die Stirlingsche oder die Besselsche Reihe in An- 
wendung bringen, so muß man voraussetzen, daß p(x) eine ganze 
Funktion ist, für welche die Ungleichung (86) besteht. Dann existiert 


F(x|o) bi 0<o< = für alle x und befriedigt die Ungleichung (87). 


1 FERIEN 
Nehmen wir O0<o< et 


so können wir also die am Schlusse 


des vorigen Paragrafen angeführten Entwicklungen benutzen. Z. B. 
finden wir aus (82), wenn wir das Integral (92) über F(x|w) ein- 
tragen, die Darstellung 


o)= > 1) ee Are so), 


(97) F(«+2 


in der f(x) das Integral (94) bedeutet. Hingegen ergibt sich für 


statt F(x) aus (81) die Reihe 


© 2 28 
(98) @|20)— ), ( Nor a Are- +1), 


s=0 


aus der durch Anwendung der Operationen Y und A die Gleichungen 


“ao [07 


(99) F(x|o)= 2, (- 1)’ w2s (s} 


s=0 


(100) Geo) Date gl, 


GsıT f®—(s+1)o) 


hergeleitet werden können. Unmittelbar kommen wir zu Reihen für 
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G(x|w), wenn wir in (83) G(x|o) einführen. Dann folgt 


ne Are se) 


107] 

(101) G(l+$ 

und hieraus durch Differenzenbildung 
z o o\ 


= et = 2s+1 
Re) 


2. 7 6---2s 
Die Eintragung von F(x|w) in (83) liefert wegen 
' (.|o®\ ® , 
F(& + 210) — VF@lo) = 56 \2|5) — 5r(®) 
die Beziehung 


(103) 6 (2/8) = P@) 


= !o\2s-11-3- 25 —1)2:1 
+ ET A Vp@- so). 
=1i 


2-4-6 Yen 
Eine-ähnliche Formel ist 
0) @\ 
(104) 6a 9)-Pl@-3) 


en \2s-11.3-5--- 2 TR äh 
een: ‘(2 ni AP — so). 


s=1 {0} 


Unter den ausgesprochenen Bedingungen sind die angeführten 
Entwicklungen für alle Werte von x konvergent. Übrigens vermag man 
auch dann, wenn & komplex ist, die Konvergenzuntersuchung ohne 
Mühe durchzuführen; insbesondere konvergieren die Reihen beständig 
in o, wenn k=$ ist. 


129. An Beispielen erwähnen wir die folgenden. Aus (89) und 
(93) bekommt man Darstellungen der Bernoullischen Polynome: 


v1 


B,(@ + y)= B,(®) +» oT IR Aa, 


s=0 
v s 


B,@+y) = 2 Ale 1.95 ++), 


y—l1l 
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die natürlich als Sonderfälle in den allgemeinen Formeln von $5 in 
Kapitel 6 enthalten sind. 
e 1 i \ B . 
Für @ (x) — _ ergeben sich aus (89) und (93) zwei Reihen für 
die Funktion 7 («): 


/ 


= en ee) 
Sean 2 +2 s+tlx2(&+1)---(@+s)’ 
Al Es 1 
ne) =2 61970 De (+ een —); 


welche beide für R.(« + y) > 0, R(x) > 0 konvergent sind. Der Sonder- 
fall y= 0 der zweiten Formel ist uns schon in $ 7 begegnet. Die 
erste Reihe kann man nach Belieben entweder als Newtonsche Reihe 
in y oder als Fakultätenreihe in x auffassen. Für =1 ist sie in der 
Gestalt 


vy)—=-c+Hy Ile Mm>o) 
0 


von Stern!) aufgestellt worden. 
Die Annahme p(x)=logx in der Gleichung (89) führt zu der 
Beziehung 


log (x +9y)=1logI'(x eb ran Y ZI) Aloge, 


welche für X(e+y)>0, R(x)>0 gültig ist. Die Reihe für den 
Spezialfall —=1 


108 1(y) =» (1) Alogı (R(y) > 0) 
s=0 


findet man bei Hermite [6]. 
Aus den Gleichungen (90) und (91) lassen sich Reihen für g(x) 
und für logy (x) gewinnen, z. B. 


1 1-3-5-..@s—1) ee 
8®) EN nern: (© +25) a 


und 


il 1-8°5- -.(2s +1) = 
e@)= 2 SHEeN@HN. (@restT) el 


ı) M. A. Stern, Zur Theorie der Eulerschen Integrale, Göttinger Studien 
1847, p. 283—320, insb. dp. 319—320. 
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Die Beziehungen (97), (98) und (99) liefern, wenn man f(«) = x” setzt, 
folgende Entwicklungen der Bernoullischen Polynome: 


28 


1 (11-50... ae 
B,(@+3) - P2 g2e  93.4-6---2s TER ch 
dd 
ge 
x = 8 (s!) 28 v 
"25-2 ( Ne 
-, 
GEN ir: 
B,(x) = R 1) @s+1ı  V Ce ers 
s= 


Darstellungen der Eulerschen Polynome entstehen aus (100), (101), 
(102), (103) und (104), z. B. 


ze 28+ 
(„+1)E,(&) => (—-1f on A er ET 
a5 4 
na re anre 
= 
ı<- 
Ele) er + en Ale 
— 
Die letzte Formel wurde für = — % von Laplace [4] gefunden. | 


. 180. In diesem Zusammenhang wollen wir noch eine andere 
Reihenentwicklung der Wechselsumme G(x&|) erwähnen, auf welche 
man durch Heranziehung der Eulerschen Transformation stößt. Mit 
geringfügiger Abänderung der früheren Bezeichnungen definieren wir 
die Wechselsumme durch den Grenzwert 


Sr@)Yyr= lim 2 I(— 1)" pP(x + so) eo" 


u 


und setzen voraus, daß die rechtsstehende Reihe für 0O<e<1 kon- 
vergiert. Dann können wir auf diese Reihe die Eulersche Transformation 
anwenden, durch welche eine im Kreise |®|<1 konvergente Potenzreihe 
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{eo} 


Aal Be x 


s=0 
. % . 
bei ni <1, also insbesondere bei —1<x<0, in die Reihe 


$ 


(6) Er £ 


= 


umgestaltet wird. Dadurch bekommen wir für O<o<i 


- Kr ® 2 ss 8 
(105) I(-Ne'pla+so)= I(-1) AP); 
s=0 s=0 (1-+o) 0) 


gehen wir hierin zur Grenze o—1 über, so entsteht, da die linke 
Seite nach Voraussetzung gegen 3G (x|w) strebt, die Gleichung 


[o  ] 


(106) Sr@ve-I-1(8) Ark), 


s=0 


wofern die rechtsstehende Reihe konvergiert. Demnach existiert die 
Wechselsumme stets, wenn die in (106) auftretende Reihe konvergent ist. 

Durch Ausrechnung des Restgliedes vermag man einen einfachen 
Sonderfall anzugeben, in dem die Konvergenz sicher vorhanden ist. 


Durch Multiplikation von (105) mit 1#2 findet man nämlich bei 


1+e 
| 
Inh Ss FRE _v@) 0® / SE | 
PX Joe pl +so) IR 10 2,0 Re r sn) 


und allgemeiner durch n-malige Anwendung dieser Operation 


2 


At-1 ep + so) 


e=0 


= 1 8 DR A ir j Ga 0" wo" et $ N ln 
2 ro Hl wi EN \e en ei 


Läßt man o nach 1 gehen, so kommt die gewünschte Relation 


10) S pe ya- I () An@+t-ır()"S Anwve 


s=0 


Unter anderen Voraussetzungen und auf anderem Wege, nämlich durch 
partielle Summation, sind wir bereits in Kapitel 7, $ 7 zu dieser 
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Gleichung gelangt. Sie lehrt, daß die Wechselsumme dann existiert, 


wenn bei genügend großem n die Reihe 


= n 
I 1" Ap@+ so) 


a 


© 


konvergiert. Ist z. B. p(x)—= x”, so braucht man nur n>» zu 
nehmen, um die folgende Darstellung des Eulerschen Polynoms zu 
erhalten: 


v 


v $ 
/ s At 
E,(@)= ,(-1) 7 
s=0 


Ein Beispiel für die Formel (106) haben wir schon am Schluß 
von Kapitel 7 in der Fakultätenreihe für die Funktion g (x) 


. (3) sı 
er Ds 


s=0 


kennengelernt. Ein anderes Beispiel ist die für p(x)=logx ent- 
springende Reihe 


= ale 8 
log y (x) - — Alogz, 


s=0 


welche für = 1 die Gleichung 


art Ei 
log — I) z Alogi 
s=0 


liefert. 


Bei der Herleitung der Gleichung (106) haben wir vorausgesetzt, 
daß die Reihe auf der linken Seite der Gleichung (105) für O<o<1 
konvergiert. Wir wollen anmerken, daß diese Annahme nicht nötig 
ist. Wenn die Funktion p(x) den Bedingungen genügt, die wir ihr am 
Anfang dieses Paragrafen auferlegt haben, so gilt die Gleichung (106) für 
jeden Wert von x, der keine singuläre Stelle der Funktion G (x|w) ist. 


131. Für die Wechselsummen höherer Ordnung besteht eine ähn- 
liche Entwicklung wie (106). Durch n-malige Anwendung der Euler- 
schen Transformation findet man 


A PR), 
o7 . on" 


wofern die Reihe auf der rechten Seite konvergiert; zu summieren 
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ist dabei über alle nichtnegativen ganzzahligen $15-:..8,. Die Wechsel- 
summe 
n 
DK ACBRVZE: 


existiert also immer, wenn die in (108) auftretende Reihe konvergent ist. 
Z. B. gewinnt man für p(x) = «” 


F / 87 „No sit t8n 
Er (e|o,-:-o,) — I) (—1)at tm (=) elee IN i cr 
L...m’ 
wobei die Summation über alle ganzzahligen nichtnegativen s,,..., s 
mit Ss, os. v.läuft. 
Auch hier kann man durch Untersuchung des Restglieds schließen, 
daß die Wechselsumme existiert, wenn für genügend großes p die Reihe 


n 


» s 
Zone A pe+Q 


wo es Op 


konvergent ist. 


Neuntes Kapitel. 


Fakultätenreihen. 


132. In den Beispielen der letzten beiden Kapitel sind uns schon 
mehrfach Fakultätenreihen, d.h. Reihen von der Form 


& 
7 a a 
1 srı 
(1) 2) + z(2 +1) --:-(<-+s) 
s=0 “ 
begegnet, wobei a,, @4,, @d,, ... von x unabhängige Größen bezeichnen. 


Derartige Reihen sind in erster Linie für das Studium der Diffe- 
renzengleichungen von der allergrößten Bedeutung: sie vertreten 
dort geradezu die Stelle, welche bei den Differentialgleichungen die 
Potenzreihen einnehmen. Aber auch sonst gewähren die Fakultäten- 
reihen in mannigfacher Hinsicht beträchtliches Interesse. Beispiels- 
weise stehen sie in enger Beziehung zur Borelschen exponentiellen 
Summationsmethode und sind von Nutzen bei der Untersuchung des 
Verhaltens von Funktionen in der Umgebung singulärer Punkte. Ferner 
können z. B. die von Poincar€ bei seinen Untersuchungen über die 
irregulären Integrale linearer Differentialgleichungen angewandten diver- 
genten Potenzreihen mit demselben Erfolge durch konvergente Fakul- 
tätenreihen ersetzt werden. 

Wiewohl die Fakultätenreihen schon lange bekannt sind — bereits 
Newton und Stirling haben sich mit ihnen beschäftigt, und um die 
Mitte des 19. Jahrhunderts hat Schlömilch [1o, ır, 12] ihren Zusammen- 
hang mit gewissen bestimmten Integralen erkannt —, ist doch erst in 
allerjüngster Zeit nach Vorarbeiten von Jensen [1, 2], Pincherle [38, 39, 
43, 47, 52, 53,55] und Nielsen (2, 3, 4, 5, 6,9, ı1,r2] durch Landau [2] eine 
sichere Grundlage für ihre Theorie geschaffen worden. Seitdem sind 
vor allem Untersuchungen von H.Bohr [t, 2] über Summierbarkeit, ferner 
über analytische Fortsetzung der durch die Reihe definierten Funktion 
und über Darstellbarkeit von Funktionen durch Fakultätenreihen [16, 
17, 18, 20] neu hinzugekommen. 

Wir wollen jetzt in aller Kürze von den wichtigsten Ergebnissen 
über diese Reihen berichten. Das Hauptgewicht legen wir dabei 
natürlich auf die für spätere Anwendungen nötigen Dinge. 
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133. Zunächst nehmen wir der Einfachheit halber an, daß das 
konstante Glied a, der Fakultätenreihe gleich Null, diese selbst also 
von der Gestalt 


(2) Hei I. at 


Za@+)). -@+> 


ist. Ähnlich wie bei einer Newtonschen Reihe ist das Konvergenz- 
gebiet eine Halbebene o > 4 mit Ausschluß der etwa in ihr gelegenen 
unter den Punkten 0, —1, — 2,..., links begrenzt von der Konvergenz- 
geraden o —=/, und das Gebiet absoluter Konvergenz eine Halbebene 
> u, wobei u den Bedingungen A<u<A-+-1 unterworfen ist. 
Die Konvergenzabszisse A finden wir auf folgende Weise. Setzt man 


= & 
log | a,;, | lor Dar, | 
= s=0 . = 1 
(3) x —lım suDsz ee x* = lim sup nr Kar =, 
n>=* 2,8 n>» En 


so ist 4— x, wenn Sa@,,, divergiert, .also A 0 ist,-hingegen 4 = x*, 
s=0 


& 
wenn Na,,, konvergiert, also <0O ist. Für eine spätere Anwendung 
s=0 
in Kap. 12, $ 2 wollen wir anmerken, daß aus der hiernach gültigen 
Abschätzung 


n 
| 

| A'+e 
| Yarı Kn i 
Je) 


in der 4X die größere der beiden Zahlen O0 und A bedeutet, unter 
Heranziehung des Gaußschen Produkts für die Gammafunktion die 
Ungleichung 


N 

Let 1)@+e42): A detr 

(4) [No,,,| m rer tn 
s=0 


n! 


folgt. 

Bereits nach unseren bisherigen Ergebnissen wird man eine 
gewisse formale Analogie zwischen der Reihe (2) und der Newton. 
schen Reihe 


je} 


tan) 


s=0 


vermuten. Diese besteht in der Tat und erstreckt sich außerdem auch 
auf die Dirichletsche Reihe 
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Landau [2] hat gezeigt, daß die drei Reihen mit etwaigem Aus- 
schluß der Punkte 0, —1, —2,... und1,2,... gleichzeitig konvergent 
oder divergent sind, und H. Bohr [r] hat einen entsprechenden Satz 
für die Summabilität der Reihen durch arithmetische Mittel bewiesen. 
Die Analogie reicht noch weiter und ließe sich auch für viele unserer 
späteren Betrachtungen verfolgen; doch werden wir darauf nicht 
eingehen. 


134. Gleichmäßig konvergent ist die Reihe (2) (nach Ausschluß 
kleiner Umgebungen der Punkte OÖ, 1, —2,...) in jedem von einem 
Konvergenzpunkte x, ausstrahlenden Winkelraum ® (Fig. 31), charakteri- 
siert durch 


x 
$ 


2 —-%,|120, — „tnSar(e—2)< —n (>90), 
ferner auch in der Halbebene o>4-e 
(Fig. 32) bei beliebig kleinem positiven e. 
Dieses Ergebnis findet man mit Hilfe der 
Abelschen Transformation in einer der bei- 
den in $ 1 des vorigen Kapitels benutzten 
Formen. In den Anwendungen kommt be- 
sonders oft die durch diese Transformation 
entstehende Reihe 


6) 2) Platt ten) 


eV) +2)..-.(@+s-+]) 
s=0 


N 


G 
7 
Fig. 31. Fig. 32. vor, welche für 0 >4’— Max(4,0) absolut 
konvergiert. 


Die Fakultätenreihe (2) stellt also eine im Inneren der Konvergenz- 
halbebene reguläre analytische Funktion 2(x) dar, allenfalls mit Aus- 


nahme der Punkte 0, —1,:—2,..., die Pole oder auch reguläre 
Punkte sind, wofern sie im Inneren der Konvergenzhalbebene liegen. 
Wenn insbesondere A—= — ist, die Fakultätenreihe also beständig 


konvergiert, ist die Funktion Q(x) meromorf. Liegt auf der Konver- 
genzgeraden ein Konvergenzpunkt x,, so ist für ihn bei Annäherung 
im Winkelraum ® ein Grenzwert der Funktion vorhanden und gleich 
der Reihensumme. 


135. Der unendlich ferne Punkt ist im allgemeinen eine wesent- 
lich singuläre Stelle für Q(x). Aus der Gleichmäßigkeit der Kon- 
vergenz der Reihe (2) in der Halbebene 6 >4--e geht jedoch her. 
vor, daß (x) gleichmäßig gegen Null strebt, wenn & in ihr nach 
Unendlich wandert. Genauer ergeben sich sogar die Gleichungen 
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lm 2.2 (x) a 
|«|>» 3 
(6) |" @+)@2() —a)=a,-1!, 
7)» 


und allgemein ist, wenn 


n—1 


/ ai, ; 
N ie DENE m Ru\e) 


gesetzt wird, 


(8) lImiertiR (2) 4 


I] >» 


| 
n+1 MT. 


In der Halbebene 6 >4--e bleibt also (nach Ausschluß kleiner 
Umgebungen der Punkte 0, —1, —2,...) die Größe |xr+1 R,(@)| 
kleiner als eine Konstante. Diese belangreiche Tatsache zeigt, daß 
die Fakultätenreihe in der Halbebene 6 >A + e mit beliebiger Genauig- 
keit das Verhalten der durch sie dargestellten Funktion bei Annäherung 
an den unendlich fernen Punkt erkennen läßt. Hierdurch wird bei- 
spielsweise die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der 
Lösungen von Differenzengleichungen ermöglicht. Allgemeiner beruht 
auf der Gleichung (8) überhaupt die Anwendbarkeit der Fakultätenreihen 
zum Studium von Funktionen in der Umgebung singulärer Punkte. 
Die Fakultätenreihe ist hierbei insofern der Potenzreihe wesentlich über- 
legen, als sie eine Darstellung der Funktion liefert, die konvergent 
bleibt, wenn man sich dem durch eine geeignete Transformation ins 
Unendliche zu verlegenden singulären Punkt in einem gewissen von 
ihm ausstrahlenden Winkelraum nähert. 

Weiterhin lehrt die Gleichung (8), daß die Funktion Q(x) in 
der Halbebene 0 > 4A-- e jeden Wert nur endlich oft annimmt. Auch 
können wir aus ihr schließen, daß die Entwicklung in eine Fakultäten- 
reihe eindeutig ist. 


136. Aus der Gleichung (6) läßt sich entnehmen, daß 2 (x) in der 
Halbebeneo >A-.e, o>0 von der Form 
a v(2) 


(9) tz 


ist, wobei » (x) eine in o>4-H-e,0> reguläre und beschränkte Funktion 
bedeutet. Benutzen wir diese Gleichung zur Abschätzung, so gewinnen 
wir mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes die Integraldarstellung 


(10) 2) = Seulgas. 


Ile 
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Dabei ist 
yti» 
1 H 
(11) HO= 3, |e"92 (az. 
y-ie 


unter y eine beliebige Zahl größer als A verstanden. Die Sub- 
stitution e-®=t führt zu der anderen Integraldarstellung 


1 
(12) 2 (x) ae (f) dt 


mit 


(13) oQ=H (108 (4) 


1 : -- i 
= Da 2 (2) dz ae. 


y-ie 


Das Integral für p(t) ist bei 0 <t<<1 konvergent, wenn auch nicht 
absolut. Mit Hilfe der Gleichung 


I1p()=D, (a, Ds Ye +e,,,)(1 — 
s=—0 


erkennt man, daß die Funktion {19 (£) im Inneren des Kreises | —1—=1 
regulär und auf ihm selbst von endlicher Ordnung ist. Als Ordnung 
einer durch eine Potenzreihe 


fo) a," 
n=0 
mit dem Konvergenzradius 1 definierten Funktion f(x) auf dem 
Kreise |x|=1 bezeichnen wir dabei mit Hadamard!) die Größe 


k = lim sup — 
n>»2 


Genauer ist die Ordnung k von t”!op(t) auf dem Kreise !— 1 =1 
für R>1 gleich A+1 und für A<1 nicht kleiner als A+1. Um- 
gekehrt kann man aus der Kenntnis der Ordnung von {7-19 (?) Schlüsse 
auf die Konvergenzabszisse ziehen. 

Das Konvergenzgebiet eines Integrals von der Form (12) ist nach 
Phragmen [1], Lerch [6] und Pincherle [47] ebenfalls eine Halbebene, 


') J. Hadamard, Essai sur l’&tude de fonctions donn&es par leur developpement 
de Taylor, J. math. pures appl. (4) 8 (1892), $. 101—186. 


nn nn LU 
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wobei die Konvergenzabszisse größer, gleich oder kleiner sein kann 
als bei der entsprechenden Fakultätenreihe. 


137. Beispiele für derartige Integraldarstellungen sind die aus 
dem Gaußschen Integral für Y(x) entspringende Gleichung 


Y(x-+y) — We) [er de Ak)>0,Re-+y)>0) 


1-e 
v 


und die ähnliche für g (x) 


1 


g (x) = A (>). 


0 


Die zugehörigen Fakultätenreihen lauten, wie wir aus Kapitel 7, $ 7 
und Kapitel 8, $ 8 wissen, 


' 1-1 y9-1)---W-5) 3 
HET Dr z(@+1).-(e+s) ae) 


= # s! 
u een r (+ 5)’ 


die letzte konvergiert in der ganzen Ebene mit Ausnahme der 
De Hl, 2,2, während das Integral nur in der Halbebene 0 > 0 
konvergent ist. 

Noch einfacher ist das Beispiel 


1 
— [te-a-1gt (E>R (a). 
0 


Hier rührt die entsprechende Fakultätenreihe 


[6 1) 
i 1 ” a(@-+1) Aa 3 Ber (gs) 


H a REN 
re er | 2 (+1) | z(z&+1)(x& +2) — (+1). (@+5) 


welche für 6 > R(«) absolut konvergiert, von Stirling [2] her. Durch 
Differentiation nach « bekommt man die Reihe 


BF) (+ +) 


m 2 En DR); 


auch durch Differenzenbildung ergeben sich interessante Reihen. 
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DD 


8 2. Analytische Fortsetzung der durch eine 
Fakultätenreihe definierten Funktion. 


138. Für die analytische Fortsetzung der durch eine Fakultäten- 
reihe (2) dargestellen Funktion (2(x) über die Konvergenzgerade o —=4 
hinaus kommen dieselben beiden linearen Transformationen wie bei 
der Newtonschen Reihe in Frage. Am raschesten gelangt man mit 
Hilfe der Integraldarstellung (12) zu den entsprechenden Entwicklungen. 
Bringt man nämlich erstens (12) in die Form 


1 


Ola) fr re eolddt, 


1) 


entwickelt dann Z”°@(t) nach Potenzen von (1—f) und integriert 
gliedweise, so erhält man 


RR. 
(14) Meran 
mit 
Fon +1 Fee 
(15) bat), +} Warst : b. 


Schreibt man zweitens in (12) {© statt #, wobei m eine positive 
Zahl größer als 1 bedeutet, so entsteht zunächst 


ir ZETE 
Az) = w ji p(t®)di 
0 


1 
und hieraus, wenn man @(t®) nach Potenzen von (1—f) entwickelt 
und gliedweise integriert, 


e.- 


(16) Day Ne 


j er x (2 +0)... (c+so)' 


Beide Ergebnisse können unter Vermeidung der Integraldar- 
stellung durch Benutzung von Doppelreihen auch unmittelbar bestätigt 
werden. 

Betrachten wir zunächst die Reihe (14). Durch Untersuchung der 
Ordnung von £"?”! p(t) auf dem Kreise ?—1!=1 findet man, daß 
die Reihe bei R(o) > 0 für o > 4, bei Ro) < 0 füro>t— R(o) kon- 
vergiert. Für 01 stößt man wieder auf die Gleichung (5). Die durch (14) 
angezeigte Transformation der Reihe (2) erweist sich bei vielen Ge- 
legenheiten als sehr nützlich. Z.B. werden wir in Kapitel 12 für 0 
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die im allgemeinen komplexen Wurzeln einer gewissen algebraischen 
Gleichung einsetzen. Ferner kann mit Hilfe der Relation (14) die 
Ableitung einer Fakultätenreihe wieder als Fakultätenreihe geschrieben 
werden. Bildet man nämlich die Differenz Aa x) und läßt dann o 
nach Null gehen, so kommt 


& Be is 
N la r 
ee) 5 TE 2). 


s=0 


Die Verwendbarkeit der Transformation (14) für die analytische 
Fortsetzung der Funktion Q(x) beruht darauf, daß die Reihe (14) im 
allgemeinen weiter konvergiert, als die von uns ausgesprochenen Be- 
dingungen angeben. Hierbei genügtes, o als positive reelle Zahl zu nehmen. 
Dann gehört zu jedem o eine Konvergenzabszisse A,. Ist u >0, 
so stellt A, eine stetige Funktion von o dar, die niemals zunimmt, wenn 
o ins Unendliche wächst. Sie strebt somit einem Grenzwert A, zu, und 
es ist 


ee 


Die Transformation (14) liefert also bei passender Wahl von o die 
analytische Fortsetzung der Funktion 2(x) in den Streifen A, <o<4A. 
Indes scheint es, als ob A, ebensowenig wie A mit einfachen ana- 
lytischen Eigenschaften der Funktion (x) im Zusammenhang steht. 
Führt man nämlich eine reelle Zahl «, die der Einfachheit halber po- 
sitiv sein möge, derart ein, daß Q(x) für > «--e regulär und be. 
schränkt ist, hingegen nicht mehr für 0>«-— e, wie klein man auch 
die positive Zahl & wählen mag, so zeigt sich, daß A, >.« und im 
allgemeinen }, >« ist. Trotzdem strebt die Fakultätenreihe in der 
Halbebene 6 >«--e gleichmäßig gegen Null. 

Übrigens steht die Transformation (14) in engem Zusammenhang mit 
der von H. Bohr fr] ausgebildeten Theorie der Summation der Reihe (2) 
durch arithmetische Mittel. Zu der Reihe (2) gehört eine Folge von Zahlen 
A, =A>21, 27,2: derart, daß (2) für o >, durch arithmetische 
Mittel 7-ter Ordnung summierbar ist, aber Hicht Mehr en Ri: 
Falls A,, die Summabilitätsabszisse r-ter Ordnung, positiv ist, stellt sie 
gerade die Konvergenzabszisse der Reihe (14) bei o—r dar. Eine 
von r-ter Ordnung summierbare Fakultätenreihe (2) läßt sich also auch 
als konvergente Fakultätenreihe (14) schreiben, und zwar ist diese für 
N(e)>r zum mindesten in der Halbebene 0 > 4, — Max (4,, 0) kon- 
vergent, für R(o) > r--1 sogar absolut konvergent. Diese Ersetzung 
summierbarer Fakultätenreihen durch konvergente werden wir in Ka- 
pitel 12 oft anwenden. 


139. Aus den letzten Ergebnissen können mit Hilfe von Doppel- 
reihen ohne Schwierigkeit einige wichtige Sätze über Multiplikation von 
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Fakultätenreihen hergeleitet werden. Von der Voraussetzung « > 0 sehen 
wir dabei für einen Augenblick ab. Man findet, daß sich das Produkt 
zweier Fakultätenreihen mit konstantem Glied 


2 


4 \ [ Ze 2 Asa St 2 
(1) 2(a)=a, ] CE. Gr 
s= 
= are! 
> 2 + x j s+1 
LT) 2 (©) = ad I PIRELLI, 
s= 


die in der Halbebene o > A, von r-ter Ordnung summierbar sind, durch 
eine Fakultätenreihe von derselben Form darstellen läßt, die mindestens 
für o > A,’ von r-ter Ordnung summierbar ist. Sind insbesondere die bei- 
den Reihen konvergent für o > A, so ist die Produktreihe für o > 4 kon- 
vergent. Verschwinden in (1) und (1*) die konstanten Glieder a, und a; und 
sind die entsprechenden Reihen für o > A, von erster Ordnung summierbar 
und für o > A konvergent, so ist die Reihe ihres Produkts für o > 4,’ 
konvergent und für 0 >4’ absolut konvergent. Hieraus ergibt sich 


z.B. mit Hilfe der Stirlingschen Fakultätenreihe für —. daß sich 


jede rationale Funktion, bei welcher der Grad des Zählers den des Nenners 
nicht übertrifft, in eine Fakultätenreihe (1) entwickeln läßt, die absolut 
konvergiert, wenn o größer als der reelle Teil der am weitesten rechts 
gelegenen Nennerwurzel ist. Diese Tatsache führt dann weiter zu dem 
folgenden Satze: Wenn die Funktion Q(x) eine Reihenentwicklung der 
Form (1) gestattet, die für o > 4, summierbar von r-ter Ordnung ist, 


dann besteht für x” Q(x) eine Entwicklung von derselben Form, die 

19x) eine Entwicklung, die für 
! 3 2 (: 

o > 4, sogar absolut konvergiert. Denn es ist z.B. - - ine - 

t (2 +1)---(@+r—]1) 

durch eine für o > 4, konvergente Reihe der Gestalt (1) darstellbar; 

tl). @rr 


für o > A,’ konvergiert, und für x” 


durch Multiplikation mit der Reihe für >u folgt dann 


x 
unmittelbar die Behauptung. 


Ein interessantes Beispiel für eine Entwicklung der Form (14) 
bekommen wir, wenn wir den Quotienten 


T@+e+1l) 
T (x) Ber 


durch eine Fakultätenreihe darzustellen versuchen. Aus dem zweiten 
Eulerschen Integral ergibt sich die Formel 


1 
e+d:_ x—-i pt 
ya ke log° dt. 


0 
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3 ER st Lofer: e 
Träagt man in ihr für 08 die in Kap. 5, $5 erwähnte Reihe 


(o-+s) 


Ss 


El 1 Be 
N EEE Dr h t) 


s! (0 ı sw, 
ein, so darf gliedweise integriert werden, und schließlich gewinnt man 
I(«+o-+]1) ‘ £ 


BEE 
Teazetı — (e+0+1) @+0+2)- (@+0+s)’ 


wobei die Reihe für 0 > 0 absolut konvergiert. Aus der letzten 
Gleichung läßt sich dans weiter die Existenz einer Entwicklung von 
der Form 


Rn 


IT (x) ze+! 7 Ast, Ss! 
el & Sr a a 
IT («+o-+]) i 2 2 (c+1)---(@+s) 


erschließen, wobei die Fakultätenreihe für Rx +0o+1)>0,0>0 
konvergiert. Durch Differentiation nach o erhalten wir die Gleichung 


[1 +9, @)]log’ —, 


in der 2,(2), 2,(@),---, 2,(@) für X@e+0o+1)>0, 0 > 0. konver 
gente Fakultätenreihen bedeuten. Diese Gleichung ist besonders 
nützlich, wenn das asymptotische Verhalten des linksstehenden Aus- 
drucks untersucht werden soll. 


140. Kehren wir nunmehr zur analytischen Fortsetzung der Funk- 
tion Q2(x) zurück. Wir haben noch den Streifen <o <A, zu 
erledigen, in den wir durch die Transformation (14) nicht ein- 
dringen können. Wohl aber gelingt dies mit Hilfe der Trans- 
formation (16). Zunächst zeigt sich durch Untersuchung der Ordnung 

1 
von £”1p(t®) für |E—1|=1, daß die Reihe (16) bi >1 für 
o>A, konvergiert. Jede durch eine Reihe (2) definierte Funktion 
Q(x) läßt sich also immer auch durch eine Reihe der Form (16) mit 
beliebigem » > 1 darstellen, und dabei kommt man für alle » >1 
ohne weiteres in die ganze Halbebene o >4/,. Nimmt man w ge 
nügend groß, so wird sogar der Streifen e<o<A, mit erfaßt. 
Die Konvergenzabszisse A(w) der Reihe (16) ist nämlich eine stetige, 
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bei wachsendem m niemals zunehmende, den Ungleichungen 
i—& 2 
I >.« 
+ >4ilo) 2 


unterworfene Funktion von &. Geht » nach Unendlich, so wird also A (o) 
entweder gleich «, oder (m) unterscheidet sich von & um eine nach 
Null strebende Größe. Wenn A(w) schon für einen endlichen Wert w, 
von w gleich « wird, gilt dies auch für» > w,. Die Grenzkonvergenz- 
abszisse ist somit eine Zahl, die sich durch analytische Eigenschaften 
der Funktion Q(x), nämlich Regularität und Beschränktheit, einfach 
charakterisieren läßt. Im Streifen —e<0<e hört die Funktion 
(x) auf, regulär und beschränkt zu sein. Wenn sie in ihm regulär 
bleibt, ist nicht einmal |x”" 2(x)| bei beliebig großem n beschränkt. 

Daß die Schranken für A(») genau sind, lehrt die schon in 
Kapitel 8, $5 erwähnte ganze Funktion 2(x), die in der Halbebene 
o>« durch das Integral 


1 
EYE za 1. 
0 


definiert wird. Bei ihr sind die Konvergenzabszisse und alle Summa- 
bilitätsabszissen A, gleich « + xy, so daß man durch die Transformation 
(14) nicht über die Halbebene o > «+ xy hinauszukommen vermag. 
Die Konvergenzabszisse A(®) hingegen hat bei » > O den Wert 

y 


AR T 
Aw) =«& —- — 
(42) 


und strebt für —co nach @. Das Aufhören der Konvergenz liegt 
daran, daß |Q(« — e-+-ir)| für — oo unbegrenzt wächst, und zwar 
sogar exponentiell. 


S 3. Darstellbarkeit von Funktionen durch 
Fakultätenreihen. Zusammenhang 
mit divergenten Potenzreihen. 


141. Die Frage nach der Entwickelbarkeit von Funktionen in 
Fakultätenreihen stellt man zweckmäßig nicht für Reihen von der 
Form (2), sondern von der allgemeineren 
Form (16). Es sei p(f) eine im Inneren 
eines Sektors AOB von beliebig kleiner 
R Öffnung (Fig. 33) reguläre Funktion, für 

welche bei einem gewissen nichtnegativen « 
gleichmäßig in AOB 


A 


[0] (17) lim teo (fl) = 0 
Fig. 33. \ t>0 p 
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gilt. Dann läßt sich das Integral 


1 
(18) 2(ay)= f erioli)de, 
2 1 

wie man durch die Variablentransformation {= z® erkennt, bei ge- 
nügend großem positiven ® in eine Reihe von der Form (16) ent- 
wickeln, die sich als konvergent für o > « erweist. Es gehört also 
unter unseren Voraussetzungen zu jedem Integral von der Form (18) 
eine nichtnegative Zahl w, derart, daß 2(x) für > w, in eine 
Fakultätenreihe von der Form (16) entwickelbar ist, hingegen nicht für 
er, „Die Möglichkeit der Entwicklung für © = w, ist ein Problem 
von derselben Art und Schwierigkeit wie das, ob eine Potenzreihe 
auf dem Konvergenzkreise konvergiert oder nicht. 

Durch weitere Ausführung dieser Betrachtungen findet man fol- 
gende notwendige und hinreichende Bedingungen für die Entwickel- 
barkeit einer Funktion Q(x) in eine Reihe (16): 


1. 2(x) muß sich in der Form a ara darstellen lassen, 
wobei v(x) in einer Halbebene o>«(« >0) beschränkt ist. 

2. Die durch die Gleichung (11) für positive & definierte Funktion 
H(£) muß in einem beliebig schmalen Halbstreifen um die positive 
reelle Achse einschließlich des Nullpunktes 
(Fig. 34) regulär sein und dort gleich- 
mäßıg die Relation 


ime-#+H(N=0 
be [>45 

befriedigen. 
Die eben angegebenen Bedingungen sind z. B. erfüllt, wenn 2 (x) 
im Unendlichen regulär ist. Dann bleibt die Entwicklung (16) sogar 
für beliebiges komplexes ® in Kraft. Die Konvergenzabszisse der 
für = 1 hervorgehenden Entwicklung (2) ist dabei gleich dem 
Realteil des am weitesten rechts gelegenen singulären Punktes und 


die Konvergenzabszisse der für o = — 1 entstehenden Reihe 
der. = Gsrıs! 
OB Tre (2 $) 
s= 


gleich dem Realteil des am weitesten links gelegenen singulären 
Punktes; die Koeffizienten a,,, der letzten Entwicklung hängen mit 
den Koeffizienten a,,, der Reihe (2) durch die Gleichungen 


a,=4,; ER 
= s—1l Sal s—1 
ne. 1 )a.+( 2 Ne te 1) a, 


zusammen, sie sind also die aufeinanderfolgenden Differenzen der a, ;- 
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Aus den Entwickelbarkeitsbedingungen läßt sich insbesondere der 
in der Einleitung dieses Kapitels angedeutete Zusammenhang zwischen 
Fakultätenreihen und divergenten Potenzreihen entnehmen. Es zeigt 
sich, daß die Klasse der Funktionen, welche durch divergente 
Potenzreihen definiert werden, die im Sinne von Borel mittels der Ex- 
ponentialmethode absolut und gleichmäßig summierbar sind, genau 
übereinstimmt mit der Klasse der Funktionen, die sich in konvergente 
‘ Fakultätenreihen der Gestalt (16) entwickeln lassen. Gerade die- 
jenige unter den unendlich vielen durch die divergente Potenzreihe 
asymptotisch dargestellten Funktionen, welche Borel [5, 7] der Reihe als 
Summe zuschreibt, gestattet eine Entwicklung in eine Fakultätenreihe. 

Bei dieser engen Verknüpfung ist es nicht verwunderlich, daß 
man die durch Fakultätenreihen angreifbaren Probleme auch mittels 
divergenter Potenzreihen behandeln kann. So ist z. B. die Lösung 
linearer Differenzengleichungen, zu der wir uns in Kapitel 11 und 12 
konvergenter Fakultätenreihen bedienen werden, von Birkhoff Ir], Gal- 
brun [r,2] und Horn [r, 2] mit Hilfe divergenter Potenzreihen durchgeführt 
worden. Horn [5, 7] hat sich in späteren Arbeiten auch mit dem 
umgekehrten Problem beschäftigt, in der Theorie der Differential- 
gleichungen an die Stelle der von Poincar& eingeführten divergenten 
Potenzreihen konvergente Fakultätenreihen zu setzen. 


$ 4. Entwicklung der Lösungen von Differenzengleichungen 
in Fakultätenreihen. 

142. Zur Erläuterung unserer Darlegungen über Fakultätenreihen 

und zur Vorbereitung späterer Untersuchungen wollen wir zum Schluß 


ein spezielles Beispiel betrachten, und zwar 
wollen wir ein Integral von der Form 


$ (19) u); „fe v(!)at 


£-0 y 


t-r über den in Fig. 35 gezeichneten Schleifenweg 
vom Punkte {=0 aus um den Punkt !=1 
herum, wie es sich uns in Kapitel 11 für die 
Lösung einer homogenen linearen Differenzen- 

Fig. 35. gleichung mit rationalen Koeffizienten darbieten 

wird, in eine Fakultätenreihe entwickeln. Hier- 

bei soll v(t) ein auf der positiven reellen Achse zwischen ?—0 und 

{= 1 regulärer Zweig einer analytischen Funktion sein, welcher in 
der Umgebung der Stelle 2= 0 eine Entwicklung von der Form 


p 
2) = rain, + ww Wlogt ++ w,„(logri] 


i=1 


S4. Lösungen von Differenzengleichungen als Fakultätenreihen. 269 


gestattet, wobei die Funktionen y,; ‚(f) für t=0 regulär sind und 
mindestens ein y;,,(0) (=0,1,...,r) von Null verschieden ist. In 
der Umgebung des Punktes {= 1 hingegen möge sich v(f) in der Gestalt 


(21) vl 1 Ep (N) 


darstellen lassen mit einer für {=1 regulären, von Null verschie- 


denen Funktion p(?). &,,0,,..., «, und ß bedeuten beliebige komplexe 
Zahlen, und es sei 


RE)SR)IRW)>:--. 


1 

Durch die Substitution {= 2 mit beliebigem positiven & geht 
das Integral (19) über in 
er r 1 1 [ s) 
(22) u) 3,5): »\2®)dz, 

ı 
da man das Bild der Schleife ! in der z-Ebene wieder in die Schleife / 
1 

deformieren kann. Wählt man » genügend groß, so ist N in und 
auf dem Kreise |a—1|=1 außer inz=0 und z=1 regulär und 
gestattet im Inneren dieses Kreises eine Reihenentwicklung von der Gestalt 


& ee ıNß ı 
(23) u) AA, (1A, (ee 


[DY2 


1 
mit von & unabhängigem A, + 0. Die Ordnung von Me o) auf dem 
Kreise |2— 1|=1 ist gleich R = Nun tragen wir die Entwick- 


lung (23) in das Integral (22) ein, integrieren gliedweise und berück- 
sichtigen dabei die aus dem ersten Eulerschen Integral herzuleitende 
Formel 


fe (t — 1 at = Dh) er +1) (0 > 0) } 
l 
in der übrigens bei R(ß) > — 1 die Schleife 2 auf die hin und zurück 
durchlaufene Strecke O0... 1 zusammengezogen werden kann. Dann 
finden wir 
te.) a 
(24) u (2) = —— era 


r-sr(&+s+1) 
wobei 2(x, ß) eine Fakultätenreihe von der Form 


7, ENGEN: EHe 
(24*) 2(&,P) = Dr Ay Re) EreR ra) 
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ist. Die gliedweise Integration erweist sich als zulässig, und wir haben 
damit, wie wir beabsichtigten, die durch das Integral (19) definierte 
Funktion »(x) mit Hilfe einer F akultätenreihe ausgedrückt, welche, wie 


1\ 
aus der Ordnung von bee hervorgeht, für 0 > R(«,) absolut kon- 
vergiert. 

Eine ähnliche Überlegung kann auch für das Integral 


1 
u®d(x) = fe vd (tat 
durchgeführt werden, wobei 
‚= Alt 1%) = (t—- 1 [p, d-+ P(llog(t— 1)] 
sein soll und zudem v()(f) in der Umgebung von ?=0 dieselbe Form 


wie v(t) haben möge. Benützt man die Formel für die Differentiation 
einer Fakultätenreihe, so folgt schließlich 


AR; | ei) | 73 
u (2) = 2 ; IE — 2x, B)+- ae 2 (x P) 
T-PMoß r(&+#+1)| r(&4#+1) 1 


wobei Q,(x, ß) eine Fakultätenreihe von derselben Gestalt wie 
Q2(x, ß) ist, welche für 0>0, o>XR(), Rr+oß-+o)>0 
konvergiert. 

Allgemein erhält man für ein Integral der Form 


ade 3 Se oar 

Ss 
mit 

OT Ra Pa 6, 

ve (d) = — [Et — 1Ye(t) 

( ze ei] 
=(—1)[e,() + 9,_, Wlog(t — 1) + --- + pP (flog’(t — 1)] 

eine Entwicklung 


8 1 | r\ X \ | 
Ar 1 
PR \r(&+-1)| 


i=N 
Dabei sind die Q2,(x) Fakultätenreihen von der Gestalt 


* 0) 
(a6) 7 0, A ee 
I I Alktwß+o):-- («+@ßFro)' 


die für o>0, 0 > R(a,), Rx + wß -- @) > O absolut konvergieren. 
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: 0. .jen 21) 
Denkt man an die Darstellung der Funktion xe+! I —— 


de V@te+l)) 
mit Hilfe von Fakultätenreihen, so erkennt man, daß die Gleichung (25) 
auch in die Gestalt 


Ss 

; al 

we) = art), D,(@)logi |) 
i=0 


gebracht werden kann, wobei die DB alriurıg 0, o > Nie), 
Re +@P-+ w)> 0 in Fakultätenreihen entwickelbar sind. 


Zehntes Kapitel. 


Allgemeines über homogene lineare 
Differenzengleichungen. 


143. Von allen Differenzengleichungen sind die linearen Glei- 
chungen bis heute bei weitem am besten erforscht. Mit ihnen allein 
wollen wir uns auch im folgenden befassen. Nehmen wir der Ein- 
fachheit halber an, daß alle Spannen gleich 1 sind, so läßt sich, wie 
wir schon in Kapitel 1, $ 1 gesagt haben, eine derartige Gleichung 
n-ter Ordnung für eine Funktion «(x) immer in die Gestalt 


n 
(1) > bi) u +)= plz) 
i=0 


bringen. Wenn hierin p(x) identisch Null ist, heißt die Gleichung 
homogen, andernfalls vollständig oder inhomogen. 

Die Beschäftigung mit solchen linearen Differenzengleichungen 
reicht weit zurück. Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, die beim 
Studium der sogenannten rekurrenten Reihen auftreten, wurden schon von 
Lagrange [1,2, 5] eingehend untersucht, während Laplace [1, 2, 3, 4, 5, 7] 
durch die Einführung der erzeugenden Funktionen und die nach ihm 
benannte Integraltransformation wichtige Hilfsmittel zum Studium der 
Gleichungen mit rationalen Koeffizienten schuf. Von einer wirklichen 
Theorie der linearen Differenzengleichungen kann man jedoch erst seit 
dem Jahre 1885 sprechen, in dem H. Poincar& [1] einen berühmten 
Satz über das asymptotische Verhalten der Lösungen solcher Gleichungen 
aufstellte. 

In neuerer Zeit ist auch die formale Seite der Theorie, welche die 
Analogie mit den algebraischen und Differentialgleichungen, die Gruppen- 
theorie und ähnliche Dinge behandelt, weitgehend gefördert worden. 
Auf derartige Fragen, welche in der „Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen“ von Wallenberg [7] und Guldberg [22] ausführlich 
dargestellt sind, werden wir jedoch im folgenden nur sehr wenig ein- 
gehen. Wir stellen uns vielmehr die Aufgabe, die linearen Differenzen- 
gleichungen von funktionentheoretischem Standpunkte aus und mit 
funktionentheoretischen Hilfsmitteln zu untersuchen. 


EEE 
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S1. Existenz der Lösungen einer homogenen linearen 
Differenzengleichung. 


144. Zunächst wollen wir die homogenen Differenzengleichungen 
studieren, welche die Form 


n 


(2) P[u (x)] = DI: (x) u (x +) = 0 


haben. Die Veränderliche x setzen wir als komplex voraus, etwa 
a=0-11r, 


die Koeffizienten 5,(x) als analytische Funktionen von &, für welche 
es ein gemeinsames Existenzgebiet gibt. Ferner nehmen wir an, 
was keine Beschränkung der Allgemeinheit bedeutet, daß die Funk- 
tionen #,(x) im Endlichen keine allen gemeinsame Nullstelle und als 
singuläre Punkte keine Pole, sondern nur wesentlich singuläre Punkte 
aufweisen. Durch Multiplikation der Gleichung (2) mit einer passen- 
den Funktion vermag man ja diesen Fall immer herbeizuführen. 
Unser Ziel ist, die Existenz analytischer Lösungen der Gleichung (2) 
zu erweisen. Daß diese überhaupt Lösungen besitzt, können wir leicht 


folgendermaßen einsehen. Es seien ß,, ß,, ... die singulären Stellen 
der Koeffizienten #,(x) in (2), «,, @,, ... die Nullstellen von 9,(%); 
Y1> Ya > +. die Nullstellen von #,(e— n). Die Punkte ß,, «, und 


y;, zu denen gegebenenfalls noch der Unendlichkeitspunkt tritt, nennen 
wir die singulären Punkte der Differenzengleichung (2). Fermer seien 
7, (&),...,2,(&) n willkürlich vorgelegte periodische Funktionen mit 
der Periode 1 und c eine reelle Zahl derart, daß die Gerade o=c 
durch das gemeinsame Existenzgebiet der 9, (x) hindurchgeht. Bestimmt 
man nun u(x) so, daß im Streifen c<o<c--1 

(3) u +i—1)=n,() a) 

wird, so ist #(®) zunächst im Streifen c<o<c-+n festgelegt. 
Durch die Gleichung (2) wird dann aber, indem man sie nach 
u(&—+n) oder w(x) auflöst, der Wert der Funktion u(x) in jedem 
Punkte x bestimmt, der keinem der singulären Punkte von (2) kon- 
gruent, d. h. von ihm um eine ganze Zahl verschieden ist. Freilich 
ist die so gefundene Lösung im allgemeinen nicht analytisch. Dies 
können wir am besten übersehen, wenn wir uns zunächst n» Funktio- 
nen u, (&),...,,(x) derart bilden, daß 


u@=1 uncts-1S0o<c-S; 


hingegen 
Big, EI Re a 9 
At Alen “ c+s<so<c+n 


Nörlund, Differenzenrechnung. 
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ist, und vermöge der Gleichung (2) die Funktionen u,(x) über den 
Streifen c<o<c-+n hinaus fortsetzt. Sie erweisen sich dann in 
jedem Streifen zwischen zwei zu c kongruenten Zahlen als analytische 
Funktionen der Koeffizienten p,(x). Wenn jedoch x eine Begrenzungs- 
gerade eines solchen Streifens überschreitet, springt u, (x) von einer 
analytischen Funktion zu einer anderen über. Eine Lösung u(x), die 
gegebenen Anfangsbedingungen genügt, d.h. im Streifen c so<chHe 
gleich einer gegebenen Funktion ist oder, was damit gleichbedeutend 
ist, für welche im Streifen c<o<c--1 die Beziehungen (3) gelten, 


läßt sich aus den eben eingeführten Partikulärlösungen u, (&), - - -, u, (X) 
in der Form 
(4) rn) + +) 


aufbauen und ist daher im allgemeinen nicht analytisch. Es braucht 
ja kaum besonders hervorgehoben zu werden, daß mit einer Anzahl 
Lösungen der Gleichung (2) zugleich auch jede lineare Kombination 
aus ihnen eine Lösung darstellt. Um eine analytische Lösung von (2) 
zu erhalten, könnte man nun versuchen, den periodischen Funktionen 
n,(x) geeignete Bedingungen aufzuerlegen. Wir wollen jedoch einen 
anderen Weg einschlagen. Zunächst aber schicken wir einige allge- 
meinere Bemerkungen voraus. 


145. Wir nennen n Partikulärlösungen u, (x), ..., #,(x) der Glei- 
chung (2) linear unabhängig oder sagen, daß sie ein Fundamental- 
system von Lösungen bilden, wenn zwischen ihnen keine homogene 
lineare Relation von der Form 


(8) 2 7,@) u, (@)= 6 


sec 


besteht, in welcher die z,(x) periodische Funktionen mit der Periode 1 
von solcher Beschaffenheit sind, daß sie für wenigstens einen Wert 
von x, der keinem singulären Punkt von (2) kongruent ist, endlich 
bleiben und nicht zugleich verschwinden. 

Natürlich dürfen die x,(®) unstetige Funktionen sein. Es sei « ein 
keiner singulären Stelle von (2) kongruenter Punkt, dann folgt aus 
unserer Definition, daß eine Lösung u, (x), welche einem Fundamental- 
system angehört, nicht für » aufeinanderfolgende Werte a, a-+1, 
.., a--n — 1 verschwinden kann. Sonst würde nämlich u,(x) für alle 
zu a kongruenten Werte von x verschwinden und man hätte immer 


n,(2)u,(X)= 0, 


wenn 7; (&) füre=a, a+tl,... beliebig endlich, sonst aber gleich 
Null gewählt wird, im Widerspruch zur Definition von u,(®). 


UL 
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Ob ein vorgelegtes System von Lösungen ein Fundamentalsystem 
bildet, läßt sich oft am bequemsten mit Hilfe der Determinante 


u, (&) Us (X) u,(®) 
(6) D(e) u,(® +1) %lt 1) u. +1) | 
u„@+n—1) „we +n—1) ua tn—1) | 
entscheiden, die wir ausführlicher auch mit D[u, (&),-.., u,(x)] be- 
zeichnen. Schreibt man in ihr &-+-1 an Stelle von x und addiert 
nachher zur letzten Zeile die mit na, Au ‚... multiplizierte erste, 
> n\* nn. %) 
zweite, .... Zeile, so erkennt man, daß D(x) der Differenzengleichung 


erster Ordnung 


n\ BANN D. (&) 
(7) De +)=(—]1) Bor 


genügt. Wenn also die Determinante D(x) für einen zu den singulären 
Stellen von (2) inkongruenten Wert £= a verschwindet, verschwindet 


sie auch für =a+1, a#2,..., wenn sie hingegen für «a 
von Null verschieden ist, trifft dasselbe auch für =a4+1, a+2,... zu. 
Nun wollen wir beweisen: Wenn für n Lösungen u, (x), -.-, u, (&) 


der Gleichung (2) die Determinante D(x) für jeden zu den singulären 
Stellen von (2) inkongruenten Wert a von x von Null verschieden ist, 
dann bilden diese Lösungen ein Fundamentalsystem, und umgekehrt 
kann die Determinante für keinen derartigen Wert a verschwinden, wenn 


die n Lösungen u, (&), ..., u,(x) ein Fundamentalsystem darstellen. 
Denn bestände im Widerspruch zum ersten Teil des Satzes 
zwischen u, (&),...,ı,(x) eine homogene lineare Relation von der 


Form (5), so würden für =. entweder alle Elemente einer Spalte 
von D(x) oder einer linearen Kombination von Spalten verschwinden, 
d.h. .D(x) selbst Null sein. 

Nehmen wir zweitens ad absurdum an, die Determinante D(x) 
eines Fundamentalsystems sei für = a Null. Dann erhalten wir, wenn 
wir mit p,(x) die Unterdeterminanten der letzten Zeile bezeichnen 
und nach den Elementen der letzten oder ersten Zeile entwickeln, 
die beiden Systeme homogener linearer Gleichungen 


u, (a-+ s)y; (a) +. +u,(a+s)y,(a) =(; 


; (SON) 
u,(a+s)y,(@a+1)+.-+9u,(a+s)y„(a+1)=0, 


denen sowohl die Größen y,(a) als auch die Größen y,(a +1) ge- 

nügen. Nun sind zwei Fälle möglich. Wenn erstens eine der Unter- 

determinanten, z.B. w,(@), für =a, ati, a+t2,.... von Null 
Ita 
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verschieden ist, können wir schließen, daß 


nl) Yn(a+1) 


yıla) _ yila+l) Gerne 


weiter, weil auch D(a + 1)= 0 ist, 


yıla+l) _ yıla+?) (=1,2,..,n—1) 
%Yn(a-+1) Yn (a + 2) Ei 


gilt usw. Dies führt aber gerade zu einer Relation von der Form (5) 
zwischen den u,(x) im Widerspruch mit der Definition des Funda- 
mentalsystems. Man braucht ja nur z,(x) proportional mit y,(a) für 
die zu a kongruenten Werte von x und sonst gleich Null zu wählen. 
Wenn zweitens %, (a) Null ist, kann auf die Determinante », (x) dieselbe 
Schlußfolgerung ‘wie eben auf D(x) angewandt werden. Da nämlich 
für =a, at1, a+2,... die letzte Zeile in D(x) eine lineare 
Kombination der übrigen ist, ergibt sich, daß zugleich mit y, (a) auch 
y„(a+1), y,„(a+ 2),... verschwinden. Geht man in dieser Weise 
weiter, so muß man schließlich einmal auf eine von Null verschiedene 
Unterdeterminante stoßen, weil in der Determinante 


(@) u, (X) 
(«+1) „,(<-+1) 


die Unterdeterminante 4, (x) nicht für alle zu a kongruenten Werte 
verschwinden kann. Das Verfahren liefert daher auf jeden Fall eine 
Relation der Gestalt (5), in der für =a nicht alle z,(x) Null sind. 

Damit » Lösungen u, (x), ..., #, (x) von (2) ein Fundamentalsystem 
bilden, ist also notwendig und hinreichend, daß ihre Determinante D(x) 
in einem beliebigen Streifen c<o<c-+1 für jeden zu den singu- 
lären Stellen von (2) inkongruenten Wert von x von Null verschieden 
ist. Hingegen genügt es nicht, anzunehmen, daß die Determinante D(x) 
nicht identisch verschwindet. 


146. Die Determinante D(x), die uns später noch mehrmals be- 
gegnen wird und die für lineare Differenzengleichungen dieselbe Rolle 
spielt wie die Wronskische Determinante für lineare Differential- 
gleichungen, wurde zuerst von Casorati [tr], Pincherle [37] und Bor- 
tolotti [3] betrachtet. Da sie sich, wie man durch passende Zu- 
sammenfügung der Zeilen erkennt, in der Form 


I u, (®) u,(x) | 
Da al Be 
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schreiben läßt, heißt sie auch Differenzendeierminante. Man kann 
D (x) mit Hilfe der Koeffizienten in der gegebenen Differenzengleichung 
ausdrücken. Aus (7) folgt nämlich 


AlogD(x) = log ie 1 | 


Eine Partikulärlösung dieser Gleichung ist 


log Keangz @) | N 


log Die), = 5 


alyos 


bei beliebigem a; allgemein wird daher 


% = 
S log Gi 2] Nz 


(8) De)—n(x)e* E“ 


mit periodischem z(x). Sind z.B. p,(x) und #,(®) Polynome von 
gleichem Grade 9, ferner @,,&,,...,«, die Nullstellen von 5,(x) und 
Yır Var, y, die von $, (© —n), so gilt bei konstantem a 


( 1, do E tr @— a): 23 Be) 
k @—p+mM)- -(@—-y,+m’ 


unter Heranziehung der Gammafunktion erhält man dann leicht 


Tees) vul@=o,) 
T@-y+n).- Te@—=y,+n) 


(8*) Dr) ea: 


Für gewisse Differenzengleichungen mit lauter rationalen Koeffizienten 
werden wir die hierin auftretende periodische Funktion x (x) im nächsten 
Kapitel explizit bestimmen. 

Wenn u, (&),...,u,(x) ein Fundamentalsystem bilden, so läßt 
sich jede Lösung der Gleichung (1) in der Gestalt 


u(®) =D, 7, («) u|(«) 


i=1 


darstellen, wobei die Koeffizienten ,(x) periodische Funktionen sind. 
Dies geht daraus hervor, daß die Determinante des Gleichungssystems 


PX ae 


du @+)=0 ee, N) 
i=0 
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für die Koeffizienten p,(x) verschwindet, d.h. 


ıu(®) u,(®) u 
(9) Dlstd,mle, nl |") TI U 
ula+n) wlatn).. . u,(x+n) 


ist; denn die Gleichung (9) zieht eine Relation der Gestalt 
Tg (%) u(®) ES DU (x) u, (7) = 2% Er IT, (7) U, (2) = 0 


nach sich, in der z,(x) für alle zu den singulären Punkten von (2) 
inkongruenten Werte von x von Null verschieden ist, weil die «,(x) 
ein Fundamentalsystem bilden. Umgekehrt kann man schließen, daß 
für eine homogene lineare Differenzengleichung n-ter Ordnung mit 
mehr als » linear unabhängigen Lösungen die linke Seite identisch 
Null sein muß. 

Das Problem der Auflösung der Gleichung (2) läuft also auf die 
Aufstellung eines Fundamentalsystems von Lösungen hinaus. Hierzu 
gehen wir jetzt über. 


147. Unter ß,,«,,y, verstehen wir wie früher die singulären 


Punkte der Gleichung (2), bezeichnen die Mengen der Punkte 
Dan sen,.n+1,n#2,..,0 —1,—2,..5 


WS 
8 


mit (ß), («) und (y) (Fig. 36) und betrachten [15] ein ganz im Endlichen 
gelegenes Gebiet, begrenzt etwa von einem Kreise C mit sehr großem 


Om On nn nenn Be Bern _ 1 
nn 182 Arrn 
ee 0-0 = Om On nn nn 
Om Omen nenn Oannnnn 2 
3 
1 BERFRREER NE LEER 
00 Om On on OO On On an On 7 
Fig. 36 


Radius. Die in ihm gelegenen Punkte der Mengen (ß), («) und (y) 
schließen wir durch kleine Kreise aus und ziehen für diejenigen 
unter den Punkten f,, welche Verzweigungspunkte sind, Verzweigungs- 
schnitte von 8, nach"— oo und von ß;+n nach +0. Hierdurch 
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entstehen aus dem ursprünglichen Gebiet ein oder mehrere zusammen- 
hängendeRegularitätsgebiete der Koeffizienten, begrenztdurch denKreisC., 
die kleinen Kreise und die Verzweigungsschnitte. Eines unter ihnen 
sei /' (Fig. 37). Ferner ‚sei f(x) eine Funktion, über die wir später 
noch verfügen werden. Wir wollen ver- 
suchen, eine Folge von Funktionen 
DIRERS ER, RaANSHRE, (N 
so zu bestimmen, daß die Reihe 


(10) u()—= DR) fl + s) 
eine im Gebiete I’ reguläre analytische 
Lösung der Gleichung (2) darstellt. Wie 
man durch Eintragen erkennt, wird diese 
durch die Reihe formal befriedigt, wenn 
für alle ganzzahligen s 


MH) KARA WR Hat) + + @MR-. tn) = 


ist. Aus dieser Formel können bei willkürlicher Annahme von n der 
Funktionen R, (x) alle übrigen ermittelt werden. Um dies bequem über- 


sehen zu können, multiplizieren wir die Gleichungen für s,s —1,...,s—n 
mit 9, (@+ Ss, , @+s—1)..,d,@-Fs—n) und addieren; dann 
entsteht 

(12) 9, rl) +9, @)xks -1:2 +1) + +2, @)rlks mx tn)=0, 


wobei wir zur Abkürzung 


(13) AH d= 2 ne+s-H)R_,® 


t=0 
gesetzt haben. Wir können erreichen, daß die Größen x(s, x) für 
alle ganzzahligen s Null sind. Wählen wir nämlich 
DAR @)+1=0, R,@)=R_,@)=:=R-an )=0, 
so erhalten wir 
=, 2)= =xlm,e)=0, 


sodaß wegen (12), wie gewünscht, alle y(s, x) verschwinden. Durch 
die Gleichung 4 (s,x2)=0 werden dann die R,(x) als rationale Funk- 
tionen der Koeffizienten in (2) und ihrer aufeinanderfolgenden Diffe- 
renzen bestimmt. Nun machen wir über das Verhalten der Koeffi- 
zienten P,(x) im Unendlichen die Voraussetzung, daß für ein positives 
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M >1, ein nichtnegatives ganzzahliges p, alle x in I’und alle positiven s 


n | | 5 —; v ’. 
(14) |< Mer, ue <Me" (=1,2,...n) 
) j n 


ist. Dies trifft z. B. zu, wenn die Verhältnisse der Koeffizienten auf 
einer Parallelen zur reellen Achse nicht stärker als eine ganze trans- 
zendente Funktion von endlichem Geschlecht anwachsen. Durch voll- 
ständige Induktion bekommen wir dann für s>0 die Abschätzungen 


R PP p 
IR,(«)| Zn M’el +? 37-627 
p p p 
I. (Me ee 
wählen wır daher etwa 
fa) — rer 


so ist die Reihe (10) im Gebiet I’ absolut und gleichmäßig konver- 
gent; sie stellt daher, da jedes Glied eine in I’ reguläre analytische 
Funktion ist, eine in I’ reguläre Lösung der Gleichung (2) dar. Hiermit 
ist zunächst eine Lösung von (2) gewonnen. Zur Bildung eines Funda. 
mentalsystems verstehen wir unter a einen zu den singulären Stellen 
von (2) inkongruenten Punkt und setzen 


(15) u@)= SR); +9) (=1,2,...,n) 
s=—® 
mit 
f (x) wi sinz(«—a-i+]) Zee 


a(ce—a—i-+]) 
Der Wert der Determinante D(x) im Punkte = a 


er ink ea 
— Pola)Pp(a+1)---Po(la+n—1) 


D(a)=R,(a)R,(a+1) -- R,(la+n—1) 


ist von Null verschieden. D(x) ist also eine im Gebiet I’ reguläre 
analytische Funktion von x, welche jedenfalls nicht identisch ver- 
schwindet. Wenn sie überhaupt für alle zu den singulären Stellen 
inkongruenten Punkte in I’ von Null verschieden ist, sind wir schon 
am Ziele und haben in u, (&),..., u,(&) ein Fundamentalsystem von 
Lösungen. Wenn sie hingegen in I’Nullstellen aufweist, die natürlich nur 
in endlicher Anzahl vorhanden sein können, gehen wir folgendermaßen 
vor. Es sei & eine derartige Nullstelle. Dann gibt es, wie unsere Beweis- 
führung in 145. lehrt, n nicht sämtlich verschwindende Konstanten 
N 
A, 4,(£) derart, daß die Funktion S'4,u,(&) in den Punkten &,E +1, 
i=1 
€ 2,... verschwindet. Die u,(%) mögen so numeriert sein, daß die 
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nichtverschwindenden Konstanten 4, die zu Anfang stehenden, etwa 


1 .„A, sind. Setzen wir dann 


ET m 


ur (2) = u;(«) für it m, 
Mm 
hu; (X) 


a Re 
Um (2) = sin?r (x — & ’ 


so sind die «* (x) in I’ regulär, und ihre Determinante 


D* (x) = D(«) 


’  sin?2n(e—E 


verschwindet in den Punkten &,E+1,& + 2,...in einer um 1 niedrige- 
ren Vielfachheit als D(x). Durch wiederholte Anwendung des Ver- 
fahrens für alle Nullstellen von D(x) in I' kann man daher in einer 
endlichen Anzahl von Schritten aus u,(&),...,w,(®) n Funktionen 
gewinnen, deren Determinante in /' nicht mehr verschwindet und die 
somit dort ein Fundamentalsystem bilden. 

Bei passender Wahl der Funktionen f,;(x) stellen daher die n 
Reihen (15) ein Fundamentalsystem von Lösungen der Gleichung (2) 
dar, welche im Gebiete I’ eindeutig und regulär sind und im all- 
gemeinen die auf geraden Linien aufgereihten Punkte der Mengen (ß), 
(@) und (y) zu singulären Punkten haben, zu denen gegebenenfalls noch 
der Unendlichkeitspunkt tritt. Die Punkte der Mengen («) und (y) 
sind Pole, die anderen Punkte hingegen im allgemeinen wesentlich 
singuläre Stellen. 


148. Über die Singularitäten («) und (y) vermag man noch etwas 
mehr auszusagen. Dazu teilen wir zunächst die «,, die Wurzeln der 
Gleichung p,(&) = 0, in Gruppen derart, daß alle um ganze Zahlen 
unterschiedenen «, zu ein und derselben Gruppe gezählt werden, und 
ordnen in jeder Gruppe die zugehörigen «, nach absteigendem Real- 
teil. Es mögen etwa die Nullstellen @,,@,;1,--- mit den Vielfach- 
heiten’ R,, R,, ..., wobei 


R (@,) > N (&,+1) > N CN) e> ne 
ist, eine solche Gruppe bilden. Da sich dıe Lösungen in den Punkten 


« —1, «+ 2,... im allgemeinen regulär verhalten, sind die Punkte 
v p 2 


&, &, a BE —1 


im allgemeinen Pole höchstens k,-ter Ordnung, 


Gy+3 Ry+s — le... &u+s+1 Tr 1 


Pole höchstens (k,-—+- k, + + R,)-ter Ordnung. Teilt man ebenso 
die y,, die Nullstellen von p,(@ — n), in Gruppen, etwa y,,Yy+1°: 
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mit den Vielfachheiten m,, m,,... und ordnet man nach aufsteigen- 
dem Realteil, also 


RR) < RU) < 
so sind die Punkte 
Ya) As Se Ya gi 
im allgemeinen Pole höchstens von der Ordnung m,, die Punkte 


Ypt+s’ En u E + Yp+ts+1 D* 1 


Pole höchstens von der Ordnung m, + m, —  Mm,- 

Insbesondere liegt, wenn es in einer Gruppe nur endlich viele 
Wurzeln gibt, die Ordnung der entsprechenden unendlich vielen 
Pole unterhalb einer festen Schranke. Wenn die Gruppe hingegen 
unendlich viele Wurzeln enthält, wächst die Ordnung der Pole bei 
Annäherung ans Unendliche über jede Grenze. Die Häufungspunkte 
der Punktmengen («) und (y) sind als Häufungsstellen von Polen 
wesentlich singuläre Stellen der Lösungen. 

Wenn alle Koeffizienten in (2) Polynome sind, erschöpfen die 
Mengen («) und (y) alle im Endlichen gelegenen singulären Punkte 
der Lösungen. In diesem Falle, mit dem wir uns im nächsten Kapitel 
eingehend beschäftigen werden, gibt es also ein Fundamentalsystem 
meromorfer Lösungen. 


149. Sind die Koeffizienten eindeutig, so trifft dies auch für die 
Lösungen zu, eine Tatsache, die klar den tiefgehenden Unterschied 
zwischen Differential- und Differenzengleichungen hervortreten läßt. Für 
eine Differenzengleichung mit eindeutigen Koeffizienten und der Spanne & 
hat jede Lösung, die nicht eine rationale oder ganze transzendente 
Funktion ist, eine unendliche Menge von Singularitäten, welche alle 
auf gewissen Geraden im Abstande |®| voneinander liegen. Führt 
man dann durch den Grenzübergang ®—0 die Differenzengleichung 
in eine Differentialgleichung über, so rücken jene Singularitäten im 
Endlichen zusammen und geben dadurch zur Entstehung von Ver- 
zweigungspunkten Anlaß. Um dies näher zu erläutern, betrachten wir 
ein spezielles Beispiel. Die Gleichung 


Re) - a +Nua +) —- Ar tl) a Jul +1) + ul) 0 


oder 


2 


@-eo)a —- ea +1) Au) +1 —- 2) — a) Aula) + ul) —= 0 


hat die Lösungen 


u, (2) = en . u, (X) = 


T(<—«) 
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Diese bilden ein Fundamentalsystem, da ihre Determinante 


ale) I'(&) 
kann 2 Era T(«—e) ) en Fee) 
De F&+1) T(@-+1) Piz ti) I T@=-o)I(«-e+1) 


Ic -e+]) I@-cH+1) 


für alle zu den singulären Stellen «,« — 1,0 der Differenzengleichung 
inkongruenten Werte von x endlich und von Null verschieden ist. Die 
Funktion u, (x) ist für ganzzahliges « rational, sonst meromorf mit Polen 
in den Punkten = 0, —1, —2,...; ebenso ist die Funktion U,(X) 


meromorf mit denselben Polen. Durch die Substitution ”. statt x 
[09} 
erkennt man, daß für die Gleichung 


2 


(— 20) ® — ww +o)NAul)+(1—- 20) —aw) Au) u(x)=0 


[07 [02 


dıe Funktionen 


e)= @*! Zn, 
T\—— «) 

x@ / 
ein Fundamentalsystem von Lösungen darstellen. Nehmen wir der Ein- 
fachheit halber positiv an, so liegen ihre Pole auf der negativen 
reellen Achse in den Punkten = 0, — w, —2w,.... Führen wir 
jetzt den Grenzübergang » — 0 aus, so geht einerseits die Differenzen- 
gleichung über in die Differentialgleichung 


u’ (2) + (1— 20)zu(e) + ul)—= 0; 


andererseits rücken die Pole immer mehr zusammen, und schließlich 
erhält man unter Berücksichtigung der asymptotischen Eigenschaften 
der Gammafunktion und der Bemerkungen über die Y-Funktion in 
Kapitel 5,81, wofern a +e<arce<n—e (e>0) ist, die mehr- 
deutigen Funktionen 


ui) re, 4, (X) = 2° log x 


als Lösungen der Differentialgleichung. Für sie ist dann der Null- 
punkt Verzweigungspunkt und die negative reelle Achse Verzweigungs- 
schnitt. 


82. Der Satz von Hölder. 


150. Der Unterschied zwischen den Lösungen von Differenzen- 
und Differentialgleichungen geht auch aus einem bekannten Satz von 
Hölder fr] hervor. Dieser Satz sagt aus, daß die Gammafunktion 
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keiner algebraischen Differentialgleichung genügen kann, und läßt damit 
erkennen, daß durch Differenzengleichungen transzendente Funktionen 
von wesentlich anderer Natur definiert werden, als es die Lösungen 
von Differentialgleichungen sind. Der Satz kann übrigens beträcht 
lich verallgemeinert werden. Hölder selbst betrachtet beim Beweise 
; nr RE R 
zunächst die logarithmische Ableitung Y (x) — r® der Gammafunktion 
und reduziert die für sie hypothetisch angenommene algebraische 
Differentialgleichung mit Hilfe der Differenzengleichung 


Ye+1)- Po) 


so weit, bis er schließlich zu einer Gleichung von der Form 
5 
“ (2) kn 
> ce, #9 (x) + R(ie)= 0 
s=0 


gelangt, in welcher mindestens eine der Konstanten c, von Null ver- 
schieden und R(x) eine rationale Funktion ist. Diese Gleichung ent- 
hält aber einen leicht ersichtlichen Widerspruch. Von der damit be- 
wiesenen Nichtexistenz einer algebraischen Differentialgleichung für 
Y(x) aus kann ohne große Mühe dieselbe Tatsache für. die Gamma- 
funktion selbst erschlossen werden. 

Wir wollen hier einen neueren Beweis des Hölderschen Satzes 
besprechen, welcher von Ostrowski {r] herrührt und das Problem 
sofort für die Gammafunktion selbst in Angriff nimmt!). 

Statt allgemein algebraische Differentialgleichungen zu betrachten, 
deren linke Seite ein Polynom in der unbekannten Funktion y und 
ihren Ableitungen nach x mit algebraischen Funktionen von x als 
Koeffizienten ist, können wir uns auf die Untersuchung solcher Glei- 
chungen beschränken, bei denen die Koeffizienten Polynome in x sind. 
Indem wir unter der Dimension eines Differentialausdrucks 


ur} A ( mNg 


AT» 

die Summe n,-+n,+n, +, unter seinem Gewicht die Summe 
n,+2n, +3n, +: verstehen, denken wir uns die Glieder auf der 
linken Seite nach absteigender Dimension und die Glieder höchster 
Dimension nach absteigendem Gewicht geordnet. Unter den Gliedern 
höchster Dimension und höchsten Gewichtes wählen wir diejenigen 
aus, welche die höchste Ableitung in der höchsten Potenz enthalten, 
unter diesen diejenigen, welche die zweithöchste Ableitung in der 
höchsten Potenz enthalten, usf. Auf diese Weise gelangen wir schließ- 


lich zu einem Glied, das „höher“ ist als alle anderen Glieder höchster 


!) Noch ein anderer Beweis stammt von Moore [1]- 
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Dimension und höchsten Gewichtes. Dieses Glied wollen wir als „Haupt- 
glied“ an die Spitze stellen. Nun greifen wir unter allen Differential- 
gleichungen für I'(x) die mit einem Hauptglied von möglichst kleiner 
Dimension d, unter diesen die mit einem Hauptglied von möglichst 
kleinem Gewicht g und unter den letzterhaltenen die mit dem niedrig- 
sten Hauptglied heraus. Eine so gewählte Differentialgleichung möge 


Ivy 95. seen) +h + =0 
mit 
hehe) 
lauten, wobei die Indizes Dimension und Gewicht andeuten sollen. 
Ihr Hauptglied sei 


F(y; &) — A(x) yro (vr (rn. vr (yeor"r ns =.0\ 


Wir können außerdem annehmen, daß A(x) den kleinstmöglichen 
Grad und den höchsten Koeffizienten 1 aufweist. Hat dann eine 
andere Differentialgleichung für I'(x) das Hauptglied 


A) (eye (yo, 


so ist A(x) ein Teiler von A(x), und die zweite Differentialgleichung 
entsteht aus der ersten durch Multiplikation mit Free 

Mit Hilfe dieser Tatsache wollen wir nun erstens zeigen, daß 
f(y; x) homogen von der Dimension d ist, d.h. daß f,_,(y;x) für 
>60 identisch verschwindet. Hierzu ziehen wir die Differenzen- 
gleichung i 

I +1)=xIe) 

heran. Nach ihr genügt I'(x) auch der Differentialgleichung 


faye+1)=0. 
Zufolge den Relationen 
(xy) — xy +y, (zy)" ze xy" z= an, 10% (zy)”) = zy® + yyPD 
sind auch die f,(«y; x +1) von der Dimension ; und die f, ,(@y;® +1) 
von der Form 
fa. este year) te.) 
a a FIAPEFAUT x) Ir : 
wobei f,,, (t<s) die Dimension d und das Gewicht ? hat. Das 
Hauptglied von f(ey; +1) heißt 


A +H1)y" WON 
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Demnach muß der Quotient 
x84 (<+]1) 
A) 
ein Polynom B(x) vom Grade d sein und f(xy;2+-1) aus f(y;®) 
durch Multiplikation mit B (x) hervorgehen: 


faeysc+1)=B@)f(y; 2), 
also 


-;@;2+)=B@)h-,(v;%)  (=09,1;2,...). 


Nun ist aber, wenn Tas; 95 x) vom Grade d; in bezug auf x ist, 
f1_,;(®y; x +1) höchstens vom Grade d,+d— i. Denn weil f,_,(y; x) 
von der Dimension d—i ist, kann bei Einsetzung von xy statt y 
höchstens x@-i heraustreten. Also muß f,_,(v;x) für i>0, wie be- 
hauptet, identisch verschwinden. 

Zweitens wollen wir nachweisen, daß fao( y;x) konstante Koeffi- 
zienten hat. Diese seien etwa gleich P,(x), und 


0 (x) u (x N a)“ (x er a,)“ (x Ir: a,)”® er 


sei ihr größter gemeinsamer Teiler. Die a,,a,, a,,... denken wir uns 
dabei nach abnehmendem Realteil geordnet: 


R (a) > Rla,) > Rla,) > ---. 


° 
sind gleich x@P,(« +1). Ihr größter gemeinsamer Teiler ist also 


xQ(x +1). Andererseits ist aber auch z@P,(«-+1)=B(x)P,(x), 
somit 


Die Koeffizienten der Glieder höchsten Gewichtes g in f, AC2E x-1) 


OK +1) =BR)OR). 


Folglich muß zI(& — (a, —1))" (e — (a, — 1))” (x — (a, — 1))*--- 
durch O(x) teilbar sein. Dies führt nacheinander zu 


RR Re 7 .w-,-1l=-—-1,&&Se,; 
=, -,=—-2,, Se, 
Daher wird 
Be) = at EI OR ee B(« +1), 


wobei 


B (x) = ee (© + es a 


ein Teiler von O(x) ist. Wir zeigen jetzt, daß sämtliche Koeffizienten 


aller f,,(y;®) durch B(x) teilbar sind. Da wir den Grad von A (x) im 
Hauptglied möglichst klein angenommen haben, wird dann hieraus 
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folgen, daß B (x) —1 und demnach das Polynom d-ten Grades B (x) — x4 
sein muß. Es sei nämlich ad absurdum { der größte Wert von s, 
für den f, ,(w: x) nicht durch B (x x) teilbar ist. Dann sind alle f, (xy; 


x +1) mit s>t durch B(x® +1) teilbar. Nun ist aber das Aggregat 
der Glieder vom Gewicht t in f(ey;2 +1) 


vd flv; a far (95 2) + 24°? fau+a (9 ©) + 


wegen fa@y; 2&+1)=B(e)f,(y;x) durch B(x), also auch durch 
B(& +1) teilbar. Dasselbe gilt daher von x@ fa.(y9; +1) oder, da 
B(x 4-1) zu x teilerfremd ist, von fa.(y; +1). Also muß f, ,(y;®) 
durch B(«) teilbar sein, im Widerspruch zur Voraussetzung. Aus 


22 Pf=2:-1)= BR) Pile)= zB, 


folgt nunmehr unsere Behauptung P,(x) = konst. Das Aggregat der 
Glieder vom Gewichte (g — 1) in f, (ey; 1) 


a ee VL A a ee 


kann nicht identisch verschwinden, weil fa.g 15%) zugleich mit 
T; „(v5 %) konstante Koeffizienten und das höchste Glied 


no+1 ar mng 


(2) 


konst.n, y (yo) 
hat, und muß durch B(x)= x teilbar sein. Dies ist aber offenbar 
unmöglich. Damit ist der Höldersche Satz bewiesen. 
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151. Hat man zwei Fundamentalsysteme von Lösungen der 
Gleichung (2), etwa u, (x), 49, (x) und %, (eu, le); so müssen 
zwischen diesen Funktionen lineare Relationen mit periodischen 
Koeffizienten von der Form 


(16) : B-l,..,n) 


bestehen, für welche die Determinanten |r,,(x)| und |7,,(«)| von 
Null verschieden sind. Für verschiedene Klassen von Gleichungen 
werden wir uns mit diesen Relationen später noch eingehend be- 
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schäftigen. Umgekehrt stellen, wenn u, (X), - -- 4, (x) ein Fundamental- 
system ist, auch die Funktionen 


n 
n,() = I 7,,@)u,«) Ge 

s=1 
ein Fundamentalsystem dar, wofern die Determinante |x,,(@)| für 
alle zu den singulären Stellen von (2) inkongruenten Werte von x 


von Null verschieden ist. 
Schreibt man die Differenzengleichung (2) in der Gestalt 


n-1 
(17) ou alzu@+n)+ I @u@+9)=0, 
wobei y 
1 = 
nr so sind die Koeffizienten g,(x) und daher die linke Seite O[u(«)] 
durch ein Fundamentalsystem u, (&), ..., #,(x) eindeutig bestimmt. 


Unter Beachtung von (9) findet man 


Dual), w[2).. 


QOlu@)] = (-1) D [u, (2), -- -, %n (&)] 


Diese Tatsache ermöglicht, eine interessante Eigenschaft von ge- 
wissen mit der Determinante D(x) verknüpften Funktionen herzu- 
leiten. Wir wollen die durch D(x + 1) dividierte Unterdeterminante 
des Elements u,(@ + n) in der Determinante D(x +1) mit u,(x) be- 
zeichnen. Dann gilt 


B3 ( 0 fürs=1,2,..„0—1, 
i=ı a a ee 


Wenn die u,(x) linear unabhängig sind, ist dies, wie aus einfachen 
Determinantensätzen folgt, auch für die w,(x) der Fall. Löst man 
nun das Gleichungssystem 


n 


u@+s)= I a,(@)u(c + s) S=0,1,.,#-1] 


i=1 


nach den periodischen Funktionen x,(x) auf, so bekommt man 


7, (x) = D fu, (1. WR) U lR), HR) rs 2m )] 
ü D() 


OEPRT TED 
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Somit verschwindet die Differenz A T,;[u(&)] für jede Lösung 
der Gleichung (17). Diese Differenz muß also bis auf einen Faktor 
mit QO[u(x)] übereinstimmen, für den man durch Vergleich der Ko- 
effizienten von u(@—n) gerade u,(x) erhält. Es ist daher 


(18) 2,@)0Q (a) =A T,[u@)]= A Zt®) u(c + s). 


Durch Multiplikation mit u,(&) wird also die linke Seite der 
Differenzengleichung (17) die Differenz einer linearen Funktion von 
u(®), ..., u(®—-n— 1). Dieser Eigenschaft wegen heißen die 
Funktionen u,(x) Multiplikatoren der Differenzengleichung (17). Sie 
genügen, wie man durch Vergleich der Koeffizienten von u(x), 

u(®—-1),...,u(® + n) in (18) erkennt, der Differenzengleichung 


a) IHR + In @t)u@+N)=0, 


für welche sie ein Fundamentalsystem von Lösungen bilden. Die Glei- 
chung (19) wird die zu (17) adjungierte Differenzengleichung genannt. 


8 4 Reduktion der Ordnung bei Kenntnis partikulärer 
Lösungen. 


152. Kennt man für eine homogene lineare Differenzengleichung 
n-ter Ordnung 


(2) .  Pf[u(w)] - In@ut +)= 


ein Element u,(x) eines Fundamentalsystems, so können die weiteren 
Lösungen u,(&), ..., w,(®) des Fundamentalsystems durch Auflösung 
einer Gleichung (n — 1)-ter Ordnung und (n — 1) einfache Summationen 
gefunden werden. Setzt man nämlich 


NE — ,,(c; ra Bd, Hr DH 
i=0 i=0 s=0 8e=0 


Nörlund, Differenzenrechnung. 19 
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aus (2) die Gleichung 


(20) Plu@]= — N Av@+) nm @+ 3) 


$ 


n 


+V@+4n) I d)m @+)=0- 


Nach der Voraussetzung, daß u, (x) eine Lösung von (2) sein soll, 
verschwindet hierin das letzte Glied. Für 


Av(e)=w(x) 
besteht demnach die Differenzengleichung 


n—1 


(21) - wi +9 Freu ‚e+9=0. 


i=0 


Da der Koeffizient von w(x) gleich — #,(z)u, (x) und der von 
w(e+n—1) gleich 9, (x) u, («+ n) ist, hat die Differenzgleichung (21) 
die Ordnung n —1. Bedeutet w, (x),..., w,_,(x) ein Fundamental- 
system summierbarer Lösungen von (21), so genügen die Funktionen 


T 


= @Sw(l)A: ee 


@ 


der Gleichung (2). Diese Lösungen bilden zusammen mit «, (x) ein 
Fundamentalsystem für (2); denn die Determinante von u, (X), »--, %, (x) 
hat, wie man sich leicht überzeugt, den Wert 


D [u, (&), ..., u, @)] 
u,(a)u, +1) w@+n—1)D[w, (),.--, w._,(2)]- 


Wenn auch für die Gleichung (21) eine Fundamentallösung w, (x) 
bekannt ist, so läßt sich nach dem eben geschilderten Verfahren ein 
‚ganzes Fundamentalsystem durch Auflösung einer Gleichung (n — 2)-ter 
Ordnung und (n — 2) einfache Summationen gewinnen. Dann bekommt 
man also ein Fundamentalsystem von (2) durch Auflösung einer 
Gleichung (n — 2)-ter Ordnung und (n — 2) zweifache Summationen. 
Die Kenntnis einer Partikulärlösung w,(x) ist z. B. vorhanden, wenn 
man außer u, («) noch eine zweite Rundamentallbsung u,(x) von (2) 
weiß; denn dann ergibt sich 


Allgemein erhält man bei Kenntnis von k Lösungen u, (®),...., u,(x) 
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die weiteren durch Auflösung einer Gleichung (n — k)-ter Ordnung 
und (n— k) k-fache Summationen. 
Betrachten wir zwei einfache Beispiele. Die Gleichung 


Ee+1ua +) —- 2 +) + Yu +) ++ 1)(c + 2)u(x)—= 0 


hat die Lösung 


u(e) =. 
Die Gleichung für w(x) lautet 
@+)ve@+1)—-zw(e)=0 
und hat offenbar die Lösung 


x 1 
w (x) == = . 
Also wird 


z 


4,2) = u, ON vw) Az=x Ye). 


1 
Bei der schon am Schlusse von $ 1 betrachteten Gleichung 


@—- eo) —- e+1)u@ +2) - 22 +1) —- Ju +1)+Rul@)=0 


ıst 


u) 
er 


Aus der Gleichung 
(« -+1)wv(e +1) —- zw()=0 


ergibt sich wieder 


und 


,(8)= u (®)o 22) AT, 


153. Durch die Transformation 


u(x) = u, (@)v(®) 
entsteht aus P[u(x)] der Ausdruck 


2) Furl Home +93 (}) Arte) 


- N Au) S()d, m@+ 9: 


8=V 


102 
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i 
Zur Abkürzung setzen wir den Koeffizienten von Nv(&) gleich 
P,[u, (a)], also 


n 


r@l=N () om @+ 9): 


s=# 


Wenn für eine partikuläre Lösung «,(x) von (2) nicht nur der 
Koeffizient P, [u, (@)] = P[w, (@)] von v(x), sondern auch die Aus- 
drücke P, [v, (®)], - - -; P,_.ı [%, (%)] verschwinden, heißt «, ( x) eine l-fache 
Lösung der Gleichung (2). Alsdann sind, wie man sich vermöge 


re: 
(22) überzeugt, indem man v(x) gleich 1, 173: (se 


nımmt, 


u, (X), (u) Z)m@).--- (‚")u@ 
oder auch 


u, (®), zu, (%), u,» ---, iu, (x) 


Lösungen von (2). Falls u,(x) Element eines Fundamentalsystems 
ist, sind diese Lösungen linear unabhängig. Denn bestände zwischen 
ihnen eine Relation von der Form (5), so würde an ! um ganze 
Zahlen unterschiedenen Stellen 


ı=1 
Rn n,(2)2=0 
s=0 
sein, wobei nicht alle x, (x) verschwinden. Dies ist aber unmöglich. 
Besitzt die Gleichung (2) nur eine einzige mehrfache, und zwar 
l-fache Lösung u, (x), so kann man diese durch eine Summation finden. 
Da nämlich 


P, [u (@)] = P[zu(x)] — x P[u ()] 


ist, hat die Gleichung ?, [u (&)] = 0 die Funktion «, (2) zur (1 — 1)-fachen 
Lösung. P[u(@)]—=0 und P, [u (x)]=0 weisen also die gemeinsamen 
Lösungen u, @), zu, (&), ...,x'”®?u, (x) auf und nur diese. Eliminiert 
man aus den beiden Gleichungen #(& + n), so ergibt sich eine neue 
Gleichung (n — 1)-ter Ordnung, welche ebenfalls diese Lösungen besitzt. 
Schreibt man in ihr & +1 statt & und nimmt sie nachher zu den alten 
Gleichungen hinzu, so können u(@-+n) und u(@-+-n — 1) eliminiert 
werden, und man stößt auf eine Gleichung (n — 2)-ter Ordnung ebenfalls 
mit den Lösungen u, (&), &u,(&), . .., 21”? u, (x). Durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens entsteht schließlich eine Gleichung (2 — 1)-ter Ordnung, welche 
nur jene Lösungen hat. Die Koeffizienten dieser Gleichung setzen sich 
rational aus den Koeffizienten der ursprünglichen Gleichung P[u(«)]=0 
für 2,%+1,..,2+n—1—1 zusammen. Stellt man für die eben 
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gefundene Gleichung (2 — 1)-ter Ordnung den P,_,[u(x)] entsprechenden 
Ausdruck her, so liefert dieser, gleich Null gesetzt, eine Differenzen- 
gleichung erster Ordnung für u, (x). Eine derartige Gleichung läßt 
sich aber, wie wir sogleich sehen werden, immer durch eine Summa- 
tion auflösen. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Nach Er- 
mittlung der mehrfachen Lösung kann die Gleichung (2) mittels des 
zu Anfang des Paragrafen geschilderten Verfahrens von ihr befreit 
und damit bis auf Summationen auf eine Gleichung (n — l)-ter Ord- 
nung reduziert werden. 


Beispielsweise hat die Gleichung 


Plu(@)) = (@ — 2)u(c +3) - 2 — Nu(c +2) +4(22r —3)u(c+1) 
—4(e —1)u(e)=0 


eine Doppellösung. Die Elimination von u(® +3) aus P[u(x)]=0 
und 


P, [u (@)) = 3 (8 — 2)u(x + 3) — 2 (5x — 9)u(x + 2) 
+4(22— 3)u(@-+1)= 0 


liefert, wenn man © —-1 statt x schreibt, die Gleichung 
52 — 4)u@+3)—- 822 Nun +) +12rzuc +1)=0. 


Eliminiert man aus allen drei Gleichungen u(« +3) und #(x +2), 
so entsteht für die Doppellösung die Gleichung 1. Ordnung 


u(c +1) — 2u(e) = 0. 
Diese hat die Lösung 
u, (2) = 2". 


Demnach besitzt die ursprüngliche Gleichung die Lösungen 
u(@)=2" und „we@)=r. 2”. 
Als dritte Lösung findet man 
u,(2)= 2. 


154. Wie oben bemerkt, läßt sich eine homogene lineare 
Differenzengleichung 1. Ordnung 


(23) put) +H ul) = 0 


durch eine Summation auflösen. Das Verfahren hierzu haben wir 
bereits bei der Betrachtung der Differenzengleichung (7) für die 
Determinante eines Fundamentalsystems kennengelernt. Durch 
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Logarithmieren bekommt man 


na 


also, wenn die rechtsstehende Funktion summierbar ist, 


Alogu (a) = log (— 


(24) ul) mie). 


Sind #,(x) und #,(x) rationale Funktionen, so kann „(x) nach dem 
Muster von (8*) durch Gammafunktionen ausgedrückt werden. 
Als Beispiel nehmen wir etwa die Gleichung 


zu(@+1)— e"u()=0. 
Hier wird 


1 (z-logz) / 1 N 
= PB») 


le) =a (x) e° —=n(«) 7% 


155. Besonders einfach gestalten sich die Erörterungen dieses Para- 
grafen, wenn es sich um eine Differenzengleichung 2. Ordnung 


(25) BR Y+H Aue +1) + BR) ulR) = 0 


handelt. Will man zu einer bekannten Partikulärlösung «, (x) eine 
zweite ermitteln, so ergibt sich als Differenzengleichung für » (x) eine 
Gleichung 1. Ordnung 


dh a)u, E+2)w(@ +1) Hau, Ku) — 0. 


g &@) 


Ihre Lösung heißt, falls Be) 


summierbar ist, 


* (x) Fe 5) 


do merwersig 


die zweite Lösung der vorgelegten Gleichung wird dann 


(2) = u, ON w(z)Az. 


Zu diesem Ergebnis gelangt man einfacher, wenn man bedenkt, daß 


u.) +)—m@+1) u,(@)=D(e), 


also 


1 W%a (x) TE D (x) 
u (@) “ ()u (+1) 
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ist. Hieraus entfließt nämlich 


Mu) Nemo om ern 


Drückt man D(x) nach (8) durch die Gleichungskoeffizienten aus, so 
ist dies das alte Ergebnis. Beispielsweise stellt für die Gleichung 


u +) —- 4a -c+Hlue +1) +4 + 1ul) = 0 


die Funktion 


4,12) ==2" 
eine Lösung dar. Für w(x) gewinnen wir 


= 4(z+1)2 

a 

a(x) , 2. per), Ne A 
Top ee 


und für , (x) 


zT 
u,le)— 2° S Sen Bd): 
0) 


Wenn eine Differenzengleichung 2. Ordnung (25) eine Doppel- 
lösung hat, kann sie durch eine Summation aufgelöst werden. Denn 
die Doppellösung genügt der Gleichung 1. Ordnung 


HERCAKAC Zu Er EI FI AI EEE 
Lautet z.B. die gegebene Gleichung 
u +2) —- 2 +l)ue +) + +)u@)=0, 


so bekommt man 
u(c +1) —- zu@)=0, 
also 


u@)=IT(), %@)=z1@). 
$ 5. Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. 


156. Wenn die Koeffizienten der Differenzengleichung (2) Kon- 
stanten sind, diese also die Form 


(26) P[u@)]= 2, au @+)=0 
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hat, können wir die Auflösung vollständig durchführen. Ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß c„—=1 und 690 ist. 
Setzen wir 


u(z)= 1? vie), 
so ergibt sich nach (22) 


en RE Pe 


ee "Au Ziege, )-(s—i+1l)gt®. 


. i 
i=0 ‘zZ 


Diese Beziehung läßt sich besonders übersichtlich schreiben, wenn 
wir die charakteristische Funktion 


n 


= Dat‘ 


i 
i=0 


der Gleichung (26) einführen. Dann wird nämlich 


(27) = 1-2" 


Hieraus ersieht man, daß P[u(x)] verschwindet, wenn v(x)—=1 
und für # eine Wurzel a der charakteristischen Gleichung 


ANZ \v(z) DA 


it). 


(28) fd=t"+c,_,:" "+. +,=0 


gewählt wird. Die Gleichung (28) ist vom Grade n und hat wegen 
cu #0 lauter von Null verschiedene Wurzeln. Falls ihre Wurzeln 
Ay, Ay, -..,a, alle voneinander verschieden sind, bilden die durch sie 
gelieferten Lösungen von (26) 


ein Fundamentalsystem; denn die Determinante 


D(«) = far ee = a) U (a, — a,) = [(— I)"co]" "is (a; — a,) 


verschwindet nirgends. Die allgemeine Lösung von (26) läßt sich 
dann in der Gestalt 


rar +al@)ar + +n,(@)an 
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schreiben. Anders ist es, wenn die charakteristische Gleichung mehr- 
fache Wurzeln besitzt. In diesem Falle bekommen wir auf die bis- 
herige Art nicht die genügende Anzahl von Lösungen für ein Fun- 
damentalsystem, wohl aber gelingt dies, wie schon unsere allgemeinen 
Betrachtungen über mehrfache Lösungen in 153. lehren, durch passende 
Annahmen über die Funktionen v(x). Es seien etwa a,, a,,..., a, die 
voneinander verschiedenen unter den Wurzeln, nach abnehmendem 
Absolutbetrage und bei gleichem Absolutbetrage nach abnehmender 
Vielfachheit geordnet, a, eine l-fache, Q. eme melache, ...,.a, eine 
q-fache Wurzel. Dann ist offenbar z.B. a? eine /-fache Lösung der 
Gleichung (26), so daß die durch die Annahmen v(@)—= 1, v(«)—x, 
..., d(&) = xt entstehenden 2 Funktionen 


z % i-1 x 
Aı, X%a,, oda aı 


partikuläre Lösungen darstellen. Die auf diese Weise erhaltenen n 
Lösungen bilden ein Fundamentalsystem. Zwischen ihnen kann näm- 
lich keine homogene lineare Relation von der Form 


zul) 4: Let, 4...=0, 


in der die r,(x) irgendwo von Null verschieden sind, bestehen. Es sei 
zunächst |a,|>|a,|>--->|a,|. Dann erhält man, indem man 
uch ae a alanan 2” asl2.a a, ‚dividiert 
und x in ganzzahligen Schritten nach rechts ins Unendliche gehen 
Tßt, nachemander (= 0,7, ,‚a)=0,.„ala)=0,m,.& = 0 
EN Ve at) 0°. Durch dasselbe Verfahren gelangt 
man auch zum Ziele, wenn Wurzeln von gleichem Absolutbetrage 
vorkommen. N 

Die allgemeine Lösung von (2) lautet also im gegenwärtigen Falle 


4x) ar [r, (x) +zn,(&) 4... Aa 7, (&)] 
+) teams) + +a am @] 


m-— 


A an [R,_ 441 () mr EN,_g+2(%) a ar Hi x", (e)] 3 


Wir können den Betrachtungen für Gleichungen mit konstanten 
Koeffizienten noch eine etwas andere Wendung geben, die uns später 
in Kap. 14, $2 beim Studium inhomogener Gleichungen nützlich sein 
wird. Es sei g(t,x) ein Polynom (n—1)-ten Grades in it, dessen 
Koeffizienten willkürliche periodische Funktionen von x sind. Dann 
stellt das Integral 
(29) Or 


le rri K0) 
Ts 
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eine Lösung von (26) dar. Hierbei soll f(f) wie früher die charakte- 
ristische Funktion der Gleichung (26) und I‘, eine geschlossene, im 
positiven Sinne durchlaufene Integrationskurve bedeuten, welche eine 
der Wurzeln a, von f{l)—0 in ihrem Inneren enthält, die anderen 
Wurzeln und den Nullpunkt hingegen ausschließt. Durch Einsetzen 
findet man ja 


P[w,(«)] = led 2) dt =D, 
Ts 


weil der Integrand im Inneren von I’, und auf I’, regulär ist. Das 
Integral (29) läßt sich leicht auswerten. Ist a, etwa eine k-fache 
Wurzel, so gilt in der Umgebung von a, 


nr ”®) ' Te (2) By (2) | 
fr -) j (— a,)#-1 I RR, G(t,x), 


wobei G(t,x) eine im Inneren von I‘, und auf I", reguläre Funktion 
von t bezeichnet und , (&), ..., z,(2) periodische Funktionen von x 
sind, ferner 


a=1 81 | t—a, , (z—-1\/!-a,\? ’ 8 
Terre 
u,(x) ergibt sich daher als Residuum zu 
za 21 =) (z—1 7, (x) [2 —1 
u,(®) = a; KACE ne ee Se rer} 
s 


Jeder k-fachen Wurzel der charakteristischen Gleichung entspricht 
also in Übereinstimmung mit dem Früheren eine Lösung u, (x), welche 
rk willkürliche periodische Funktionen enthält. Für die allgemeine 
Lösung findet man dann einen entsprechenden Ausdruck wie oben. 


157. Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten treten 
in vielen Zweigen der reinen und angewandten Mathematik auf; sind 
doch z.B. alle Rekursionsformeln weiter nichts als derartige Differenzen- 
gleichungen. Ferner führen zahlreiche Probleme der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung (Czuber [1]) und der Mechanik (Funk [1], Fritsche [1) 
unmittelbar auf solche Gleichungen; ein für technische Anwendungen 
wichtiges Beispiel ist die Clapeyronsche Gleichung beim durchlaufenden 
Träger. 

Hier wollen wir nur ganz kurz ein Beispiel berühren, das uns 
zu einer weiterführenden Fragestellung Anlaß geben wird. Will man 
eine gebrochene rationale Funktion in eine Potenzreihe entwickeln: 


1 I, 
= Nur (0, DZ 1}, 


n „ni 
98 +02 ne 1 s=0 
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so erhält man zur Bestimmung der Koeffizienten die Formel 
Utah tt nun 0 (s = 0), 


die, wenn man statt des Index s eine freie Veränderliche & schreibt, 
gerade mit der Differenzengleichung (26) übereinstimmt. Nun weiß 
man aus der Funktionentheorie, daß der Konvergenzradius der rechts- 
stehenden Reihe durch die absolut kleinste Nullstelle des Nenners 
links, d.h. das Reziprokum der absolut größten Wurzel der charakte- 
ristischen Gleichung (28) der Differenzengleichung (26) bestimmt ist. 
Andererseits wird aber der Konvergenzradius durch den Grenzwert 


des Absolutbetrages für das Verhältnis ra bei zunehmendem ganz- 
zahligen s geliefert, vorausgesetzt, daß dieser Grenzwert existiert. 
Hierdurch wird die Frage nach dem Zusammenhang des Grenzwerts 


lim En mit jener absolut größten Wurzel der charakteristischen 
s>mn 

Gleichung nahegelegt. In der Tat zeigt sich, daß beide im allgemeinen 
nicht nur dem Betrage nach, sondern überhaupt gleich sind. Wenn 
nämlich die Wurzeln der charakteristischen Gleichung dem absoluten 
Betrage nach verschieden sind, also |a,|>|a,|>--->|a,| ist, so 


lautet die allgemeine Lösung der Differenzengleichung (26) 


u()=n,(8)aı + n,(X)ag 4: +n,(R)ar- 


Es wird daher 


ae If (s) +7, (s) (a) ++ (5) (2777) 


u(s + 1) = i: 
u(s) a, 6) +n,(s) (2)'+ ERRE, (2)") 
3 “ß 
und im allgemeinen !) 
lim u(s+l)._ 
s>o© u($) 14 


Nur wenn rz,(s)=0 ist, wird der Grenzwert gleich a,, wenn auch 
n,(s) = 0 ist, gleich a, usw. Schließlich gilt für die Lösungen x, (x)a, 


lım »ACTIRE 


Fr =dA,.- 
>o ul) x 


Für diese sehr speziellen Lösungen ist also der Grenzwert gleich der 
absolut kleinsten Wurzel. 


1, Diese Tatsache ist die Grundlage der von Daniel Bernoulli [1] an- 
gegebenen Methode der numerischen Auflösung von Gleichungen mittels re- 
kurrenter Reihen, vgl. Euler [7], Kap. 17. 
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Entsprechende Ergebnisse erzielt man, wenn man x nicht durch 
die ganzen Zahlen, sondern von einem beliebigen Anfangswert x, 
aus in ganzzahligen Schritten nach rechts ins Unendliche gehen läßt. 


Jedenfalls sehen wir, daß für jede Lösung (abgesehen von der 
trivialen u(x)=0) der Grenzwert lim existiert und gleich einer 
s>» 
Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. Dies gilt auch noch, 
wie man sich leicht überzeugt, wenn die charakteristische Gleichung 
mehrfache Wurzeln hat, von denen die voneinander verschiedenen 
auch verschiedenen Absolutbetrag besitzen. Ganz anders werden die 
Verhältnisse hingegen, wenn unter den Wurzeln solche von gleichem 
Absolutbetrag, aber verschiedenem Arkus vorkommen. Dann braucht 
jener Grenzwert nicht mehr für jede Lösung zu existieren. Ist z.B. 
la,|=|a,|, a+a,, so ist er für n,(@)a?+n,(z)a? außer bei 
n,(s)=0 oder n,(s)—=0 nicht vorhanden. 

Für jede Lösung existiert der Grenzwert also dann und nur dann, 
wenn die voneinander verschiedenen Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung auch verschiedene absolute Beträge haben. Treten ver- 
schiedene Wurzeln vom selben Absolutbetrage auf, so gibt es für jede 
Wurzel a, immer wenigstens gewisse Partikulärlösungen, bei denen 
der Grenzwert vorhanden und gleich a, ist. Ist z.B. a, eine /-fache 
Wurzel, so ist dies für die 2 Lösungen 


a en 
der Fall. 

Was ist das Analogon dieser Betrachtungen, wenn die Differenzen- 
gleichung nicht konstante, sondern variable Koeffizienten besitzt? 
Mit dieser Fragestellung betreten wir den Gedankenkreis des in der 
Einleitung dieses Kapitels erwähnten Poincar&schen Satzes, der uns 
im folgenden Paragrafen beschäftigen wird. 


S 6. Der Satz von Poincare. 


158. Der Satz von Poincar@ und die daran anschließenden Unter- 
suchungen handeln von Differenzengleichungen der Form 


n—i 


(30) u(s+n) +3 Dual) —=0, 
i=0 


in denen die Veränderliche s eine positive ganze Zahl ist. Wir ver- 
lassen damit, wie es für die Zwecke dieses Paragrafen vorteilhaft 
ist, eine Weile unseren sonst immer eingenommenen Standpunkt, die 
Lösungen einer Difierenzengleichung als Funktionen einer komplexen 
Variablen zu untersuchen. Die Koeffizienten q, (5) mögen Funktionen 
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sein, welche für s=0,1,2,... definiert sind. Dann läßt sich der 
Problemkreis des Poincareschen Satzes folgendermaßen umschreiben: 
Man soll aus dem als bekannt angenommenen infinitären Verhalten der 
Koeffizienten q,(s) einer gewissen Differenzengleichung das infinitäre 
Verhalten der Lösungen ermitteln. Diese Fragestellung begreift weite 
Gebiete der Analysis unter sich, vieles aus der Lehre von den un- 
endlichen Reihen, Produkten und Kettenbrüchen, weiter interessante 
Untersuchungen über lineare Differentialgleichungen, namentlich über 
diejenigen Integrale, bei denen der Konvergenzkreis über die nächst- 
gelegene singuläre Stelle der Differentialgleichung hinausreicht, die 
also an der singulären Stelle regulär bleiben, und anderes mehr. 
Zunächst nehmen wir an, daß die Koeffizienten q,(s) je einem 
bestimmten endlichen Grenzwert c, zustreben, wenn s unendlich zu- 
nimmt. Eine Differenzengleichung, bei der dies der Fall ist, wollen 
wir eine Poincaresche Differenzengleichung nennen und für sie den 


2 1 h 3 
Quotienten aetal) bei wachsendem s untersuchen. Da sie für sehr 


u(s) 
große s nur wenig von einer Differenzengleichung mit konstanten 
a ; : 1 DE E 
Koeffizienten abweicht, darf man erwarten, daß ran ein ähnliches 


Verhalten aufweist, wie wir es im vorigen Paragrafen bei Differenzen- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten gefunden haben. In vieler 
Beziehung ist es auch wirklich so, während sich in gewissen Punkten 
weitgehende Unterschiede zeigen. Namentlich Perron [3, 4, 5, 6, 7, ı1, 
ı2, 14] hat diese Fragen in tiefgründiger Weise untersucht. 

Wir bilden mit den Grenzwerten c, der Koeffizienten die charakte- 
ristische Gleichung 


(31) is 
Ihre Wurzeln seien a,, a,,...,a, mit den absoluten Beträgen 
013 09 --, 0). Dann lautet der Satz von Poincar& [1]: 


‚Wenn die Wurzeln der Gleichung (31) dem absoluten Betrage nach 
alle verschieden sind, strebt für eine Lösung der Gleichung (30) das 


Verhältnis ee) bei zunehmendem s einem bestimmten Grenzwerte zu, 


u(s) 


der gleich einer jener Wurzeln ist. 
Zum Beweise denken wir uns die Wurzeln so numeriert, daß 


o) 


(32). 'a,|>|a, 


>; 


ist, und schreiben unter Einführung des Unterschiedes der Koeffizienten 
von ihren Grenzwerten die Differenzengleichung (30) in der Form 


(33) MRESYE +7,60) us +)= 
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mit 
lim n,(s) = 0 a 


:_>—n 


Bei einer Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten multi- 
plizieren sich die Partikulärlösungen Al. ag JE BE A, 0, Wenn 


s in s--1 übergeht. In Anlehnung hieran führen wir für unsere 
Differenzengleichung (30) n Funktionen v, (s), -..,v,(s) derart ein, daß 


(e) 2: fe 
(34) u(s ST 1) a a, ®, (s) = Ag V, (s) a Rn Zr a, U, (s): 
ulstn—1)=al "u(s)+ atn,(k)+-- Has” o;6) 


wird. Dies ist möglich, weil die Determinante dieser Gleichungen zu- 
folge der Annahme (32) nicht verschwindet. Nun müssen wir zusehen, 
wie sich die Funktionen v,(s),...,v,(s) verhalten, wenn s um 1 zu- 
nimmt. Setzen wir 


ae re a ; 
-t- a) Hana 4 +); 
so erhalten wir mit Hilfe des aus (34) für s+1 statt s entspringen- 
den Gleichungssystems 
ou H)+dıu(ls +) +. +dn.su(tn—1)+u(s+n) 
=f’(a,)v; (+2) 
oder, wenn wir für u(s-+n) seinen Wert aus (33) eintragen, 


n—2 n—i 


f(a,)v,(s+1)=a,u(s+n —1)+a, D)%r u(s—+k) — I n,(Juls+-R). 
k=0 k=0 


Drücken wir in dieser Gleichung alle auftretenden u(s-+ k) ver- 
möge (34) durch v,(s),...,v,(s) aus, so ergibt sich 


(a)uv(s+V)= a,f'(a)v;()+ > ORMOR 
k=1 


wobei die &,(s) lineare Verbindungen der n,(s) sind, also mit zu- 
nehmendem s nach Null streben. Da die » Wurzeln a, laut Annahme 
voneinander verschieden sind, dürfen wir durch f’ (a,) dividieren und 
bekommen dann in 
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(35) 6 +D=4,()+ N ,()v,6), 
Kl 
lim &,,(s)=0 Belsdn..n), 


die gesuchte Beziehung zwischen v,(s+1) und v,(s). Es verhalten 
sich also die v,(s) „beinahe“ wie die Partikulärlösungen a} einer Glei- 
chung mit konstanten Koeffizienten. Nun schließen wir den trivialen 
Fall, daß u(s) von einem gewissen s an identisch verschwindet, von 
der weiteren Betrachtung aus. Dann sind auch die v,(s) nicht iden- 
tisch Null. Wir können daher für jedes s einen Index 7, eindeutig 
so bestimmen, daß v, (s) seinem (positiven) absoluten Betrage nach von 


keinem anderen v,(s) übertroffen wird und im System », (s), ..., v,(s) 
am weitesten links steht: 


1, @|> 0, 
,()| > |v.(s)| für k< 5, 
5, |S |v()| für k>7, 
Von einem genügend großen s an muß j,,, <j, sein. Da 


nämlich nach (32) ZU für 722 kiiste kam Dein, > 0 so ge 
wählt werden, daß auch 


under ont 
ist. Nimmt man dann s so groß, daß für s, s+1.... 
1 <5 
ist, so schätzt man nach (35) ab 
|9,(6+29|2 (eo, — )|v,(8)|, 
1,6 + 1<&u tw: 


Wäre nun j,<j,;,, 50 erhielte man wegen »;,,(s)=F 0 


rer Ri 
| 0, (+1) ns 4, 


im Widerspruch zur Definition von j,;,. Es kann also v, (s) für ge- 


nügend große s im System v, (s),...,v„(s) nicht mehr nach rechts 
rücken‘ Da’alleij7, nur gleich 1,2,...,n sein können, muß daher 
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von einem gewissen s an j, konstant bleiben; es sei etwa 7,—=]7 für 


s>,S, also für's35 


1%;(8)| >, 


(86) (| >|, )| für R<T, 
9,121] für R>7- 
Wir wollen zeigen, daß 


BT), lim #9) _ 9 für k#+j 


s>aÜ (s) 


ist. Es sei nämlich ad absurdum 


und etwa k<j. Aus (35) und (36) rechnet man dann aus 


u.6+Y)l2 al —-21y,(8)|> 
1, 6+D|< 819,0) + 813,6) 

bei beliebig kleinem 6 > 0, weiter 
ln  |nc+D! 
ua lylctl)| 


HO] er3ard9r2 
|u6 0, 


<e-8 


bei beliebig kleinem e>0. Andererseits wird aber auch für ge- 
eignete s | 
ur (s) | 
a 
also | 
KCEDICELET 
_ ß, a eg %, 


WG 


Dies ist aber wegen 0,<0, bei j>k für beliebig kleine e>0, 
ö> 0 unmöglich. Ganz ähnlich können wir schließen, daß auch die 
Annahme % >7 unzulässig is, womit dann die Relation (37) voll- 


ständig bewiesen ist. Vermöge (37) folgt aus den beiden ersten 
Gleichungen von (34) 


lım vo en lim ei > +1) = 


und hieraus durch Division 
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else l)ım, 
Diese Formel enthält aber gerade den Satz, den wir beweisen wollten. 

Bei der verwickelten Art, wie wir den Index j gewonnen haben, 
läßt sich von vornherein nicht übersehen, welcher von den Wurzeln 
drs...,a, der Quotient a für irgend eine Lösung zustrebt und 
ob es für eine beliebig herausgegriffene Wurzel a, immer Partikulär- 
lösungen gibt, für welche die Gleichung (38) besteht. Dies ist eine 
ganz.neue Fragestellung. Die Antwort auf sie gibt der Satz: 

Wenn in der Differenzengleichung (30) der Koeffizient q,(s) für 
s—=0,1,2,... von Null verschieden ist, so besitzt sie n linear un- 
abhängige Partikulärlösungen u,(s), ..:,u,(s) derart, daß die Be- 
ziehungen 


(39) eye ER RRET G=1y3,...n) 


gelten. 
Hieraus läßt sich entnehmen, daß für das allgemeine Integral 


u (s) Tr 2a %, (8) a IT, U, (s) 7 7% 7 IT, U, (8); 
worin 7%,, Ag, ..., 7, beliebige Konstanten sind, bei z, +0 


ma) _ 


s>n u(s) war 


und für ein Integral der oor-j+1.fachen Schar 


u (5) == IT; u; (s) - Fa .- TU, (8) 
bei 2,F0 


ist. Denn für «<k gilt bei passendem d >0O 


und 


| (8) | <C(y+ 9) 
41 > Ga > 0, 


wobei C und C, von s unabhängig sind, also 


Nörlund, Differenzenrechnung. 20 
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Hieraus folgt dann 


lt tms) _ 9 


lim 26) ; 


Er 2] 
und weiter (39). 

Der Beweis des Satzes, welcher für n — 1 unmittelbar einleuchter, 
kann durch vollständige Induktion erbracht werden, ist jedoch nicht 
einfach. Wir müssen uns darauf beschränken, hierfür wie für weitere 
Ausführungen über die im folgenden dargestellten Untersuchungen auf 
die Literatur, namentlich auf die schönen Arbeiten von Perron [3, 5, 11] 
zu verweisen. 

Diejenige bis auf den Faktor z, eindeutig bestimmte Partikulär- 
lösung u,(s), für welche 

F “(s+1) _ 
u, (5) n? 


s_—>@ 


also gleich der absolut kleinsten Wurzel ist, nennt Pincherle [zrt] 
die ausgezeichnete Lösung; er bezeichnet diesen Begriff als eine Ver- 
allgemeinerung des Kettenbruchs. 


159. Verwickelter werden die Verhältnisse, wenn unter den 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung (31) solche von gleichem 
Absolutbetrage vorkommen. Von der Mannigfaltigkeit der alsdann 
möglichen Fälle wollen wir uns durch einige Beispiele überzeugen. 

Wenn die Gleichung (31) ungleiche Wurzeln vom selben Absolut- 


betrage hat, braucht der Grenzwert lim RM 1) 
s>a #IS) 


vorhanden zu sein, im Gegensatz zu den Differenzengleichungen mit 
konstanten Koeffizienten, wo er wenigstens für » linear unabhängige 
Partikulärlösungen existiert. Betrachten wir z. B. mit Perron [5] die 
Differenzengleichung 


(40) .s+29-(1+ N )u)=0 


für keine einzige Lösung 


mit der charakteristischen Gleichung 
und den Wurzeln 


i er else Le j ER 3 
Hier existiert lim 2 6) “ für keine einzige Lösung; denn es ist offenbar 
s—>» 


“a9= + (Hr, 


2s+9-(1-3)l1-2)-8)-(-)e0) 


| 
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bei beliebigem «(0) und u(1). Wenn (0) 0 oder u(1)— 0 ist, 
so wird allgemein u(2s)—=0 bzw. u(2s--1)— 0, also der Grenzwert 
sinnlos. Wenn hingegen #(0)=# 0, u(1)=#0 ist, ergibt sich 


lim |u(2s)|=o, lim |u(2s-+1)|= 0, 
s>nm Be 
: u(s+]) 
sodaß der Quotient Fams® dem Betrage nach einmal sehr groß, ein- 


mal sehr klein wird und keinem Grenzwert zustrebt. 

Wenn die charakteristische Gleichung (31) zusammenfallende 
Wurzeln hat, braucht der Grenzwert ebenfalls für keine Lösung zu 
existieren, wieder im Gegensatz zu den Differenzengleichungen mit 
konstanten Koeffizienten, wo er, falls die voneinander verschiedenen 
Wurzeln verschiedene Absolutbeträge haben, sogar für jede Lösung 
vorhanden ist. Zu dem Ende betrachten wir eine Differenzengleichung 
2. Ordnung (vgl. Perron [ı2]) 


st) +tuesJ)ul+1)+g(s)uls) = 0 
mit 
lim q, (s)= 1, Ummsls)=.ch: 
s>% s>» 


Sind die Wurzeln a, und a, der charakteristischen Gleichung 


a RN) 


einander gleich, so wird c, = — 2a,, c,=a,’, also 
: \ r : Rn 
img, (s)= — 2a, lim q,(s)= a?. 

s>n2 s>@®© 


Im Falle a, =0 dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
a, =1 annehmen, wie man durch die Substitution 


u(s)=a/w(s) 

erkennt, und also die Differenzengleichung in der Form 
(41) u(s+2)- (2 +n,(s))u(+1) +1 +m(S))u(s) = 0 
mit 

lImn,(s)=0, lim n,(s)= 0 

8>R s>n 
schreiben, für welche die charakteristische Gleichung 

r—2:t+1=0 


die Doppelwurzel 1 hat. 
20* 
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Im Falle a, =0 hingegen handelt es sich um eine Differenzen- 
gleichung der Gestalt 


(42) u(+2)+n,Jus+)+m)ul)=0 


mit 
limn,(s)=0, liimn,(s)=0- 
3>n >82 
Weder für die Gleichung (41) noch für die Gleichung (42) muß der 
Grenzwert lim #5 notwendig vorhanden sein. Ein einfaches Bei- 
a us 


spiel für den zweiten Fall bildet die Gleichung 


s+2+2(-1) 


u(s+ 2) Fa HB) u(s)=0, 
für welche 
u(2s) = ni). 
2 


u(2s+ 1)= a1 @s+91“(1) 


ist. Mittels des bei der Gleichung (40) angewandten Verfahrens über- 
zeugt man sich leicht vom Nichtvorhandensein des Grenzwertes.. Man 
kann jedoch Bedingungen für die Funktionen 7, (s) und n, (s) aufstellen, 
welche die Existenz des Grenzwertes gewährleisten. Perron [12] hat 
in dieser Hinsicht bewiesen: 


I. Wenn in einer Differenzengleichung der Form (41) die 
Funktionen n,(s) und n,(s) für hinreichend große Werte von s den 
Bedingungen 


1.920 MH) 


genügen, dann gilt für jede von einem gewissen s an nicht dauernd 
verschwindende Lösung die Beziehung 


>» 46) 
II. Wenn für eine Differenzengleichung der Gestalt (42) 


ER 
s>ahc-NmG) . 


existiert und nicht gerade eine reelle Zahl > 4 ist, so wird für jede 
zuletzt nicht dauernd verschwindende Lösung 
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160. Die bisher nötigen Unterscheidungen verschiedener Fälle fallen 
n den Ausdruck v u(s) 
betrachtet, wobei man dann freilich nur Ergebnisse über absolute 
Beträge bekommt. Von Perron fs, 14] rührt folgender Satz her: 


fort, wenn man statt des Verhältnisses A 
U 


Es seien x, = 0,» %y> #g>: > %,, = 0, die voneinander verschiedenen 
absoluten Beträge der Wurzeln der charakteristischen Gleichung (31) in 
absteigender Reihenfolge und e, die Anzahl der Wurzeln vom Absolut- 
betrage x,, mehrfache mehrfach gezählt, sodaß 


ist. Dann hat die Differenzengleichung (30), wofern q,(s) für alle s 
von Null verschieden ist, ein Fundamentalsystem von Lösungen, die 
derart in m Klassen zerfallen, daß für die Lösungen der l-ten Klasse 
und deren lineare Verbindungen 


De ———- 
lim sup Y|u (Sr, 
s>» 

gilt. Die Anzahl der Lösungen in der l-ien Klasse ist gleich e,. 

Wenn die Einschränkung q,(s)+0 nicht gemacht wird, besteht 
der Satz nicht mehr. Jedenfalls aber kann man dann behaupten: 

Bei jeder Lösung u(s), die für unendlich viele s von Null ver- 
schieden bleibt, ist 


lim sup vV u(s)| 
s>@» 
gleich dem absoluten Betrag einer Wurzel der charakteristischen Gleichung. 

Wenn die absoluten Beträge der Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung voneinander verschieden sind, folgen diese Tatsachen, wie 
man leicht sieht, unmittelbar aus dem Satz von Poincare. 

'Das zuletzt angeführte Theorem läßt sich besonders rasch mit 
Hilfe der Theorie der Summengleichungen beweisen (Perron [14)). 
Als Summengleichung (Horn [3, 10], Perron [13]) bezeichnet man ein 
System von unendlich vielen linearen Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten, bei dem allemal in der (u —+- 1)-ten Gleichung die u ersten 
Unbekannten fehlen, das also die Form hat 


ao 


Dr (a, Bd, are (v=0,1727.4.). 


v=0 


Insbesondere gibt der Perronsche Satz eine erschöpfende Aus- 
kunft auf die Frage, die uns im vorigen Paragrafen an den Satz 
von Poincar@ herangeführt hat. Genügen nämlich die Koeffizienten 
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einer Potenzreihe einer Poincareschen Differenzengleichung (30), so 
ist der Konvergenzradius, wenn die Reihe nicht etwa abbricht, gleich 
1 1 


einer der Zahlen ı a real Die Differenzengleichung läßt die n 
%, #s m 


Anfangskoeffizienten der Reihe willkürlich, und von deren Wahl hängt 
es ab, welcher der möglichen Werte der wirkliche Konvergenzradius 
ist. Wenn insbesondere der Koeffizient q, (s) der Differenzengleichung 
für alle s von Null verschieden ist, gibt es n linear unabhängige, in 
m Klassen zerfallende Potenzreihen derart, daß die e, Reihen der /-ten 


Klasse den Konvergenzradius 2 haben. 
I 


161. Ferner kann mit Hilfe des letzten Satzes in einfacher Weise 
über die Konvergenz von Reihen 


> A,u,(@) 
s=0 


entschieden werden, bei denen die Entwicklungsfunktionen «, (x) in s 
einer Poincar&schen Differenzengleichung genügen. Ist nämlich a eine 
der Wurzeln der charakteristischen Gleichung vom größten Absolut- 
betrage, so wird stets 


lim sup Vu) <Ia 


88 

also 
| En ee a N Be 
BAR) — ( a I €)’ 


bei beliebig kleinem positiven e. Bezeichnen wir mit r den Kon- 
vergenzradius der Potenzreihe 


so ist daher die betrachtete Reihe für 


sicher konvergent und im allgemeinen wird durch 


die genaue Konvergenzgrenze geliefert. Ist beispielsweise u,(x) das 
Polynom 


so lautet die Poincar&sche Differenzengleichung 


Uran... , tu=0. 


86. Der Satz von Poincare. Sal 
Für die absolut größte Wurzel a ihrer charakteristischen Gleichung 


?—2ic+1=0 


gilt 
1 
a nn — iR: 
Faßt man diese Beziehung als eine Abbildung der a-Ebene auf 
die x-Ebene auf, so entspricht dem Konvergenzkreis |a|=r der 


Potenzreihe NA eine Ellipse mit den Brennpunkten +1 und — 1 
> s=0 

in der x-Ebene. Diese liefert also die Konvergenzgrenze der nach 

Polynomen fortschreitenden Reihe. Ebenso ist es bei den nach 


Legendreschen Polynomen 


L, Eie—1} 


ol dx’ 


N 
u,\e) = S 
fortschreitenden Reihen; denn auch da lautet für die Poincaresche 
Differenzengleichung 


(s+2)u,,,;,-2st9zu,,, +(s+1l)u,=0 
die charakteristische Gleichung 
R— 2icx+1=0. 


162. Wenn man über die Art der Annäherung der Koeffizienten 
an ihre Grenzwerte, also über die Funktionen n,(s) in der Gleichung (33), 
genauer unterrichtet ist, kann man auch weitergehende Angaben über 
die Lösungen machen. Mit derartigen Fragen hat sich Ford [t, 2] be- 
schäftigt. Es sei 


OF ARE) 


wobei »(s) eine positive Funktion von s von solcher Beschaffenheit ist, 
daß die Reihe S»(s) konvergiert. Wenn dann die Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung alle voneinander und von Null verschieden und 
Ay» Ay_1> 2. An-e + diejenigen unter ihnen sind, deren absoluter 
Betrag den kleinsten Wert x, hat, so existiert eine Lösung der Difie- 
renzengleichung, welche für genügend große s die Gestalt 


U (s) — TI in = Tn—1 N + ... E— An-e, + ans E .e(s) 
hat, wobei 
ww \ 
(= ori) 
=83 


istrunder url y 3e-, a willkürliche Konstanten sind. 
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Man sieht sofort, daß die früher betrachtete Differenzengleichung (40) 
mit ihrem abweichenden Verhalten nicht unter die eben gekennzeichnete 
Klasse fällt. 


163. Von anderen Differenzengleichungen, bei denen das infinitäre 
Verhalten der Koeffizienten als bekannt angenommen wird, haben 
Poincar& [1] und Perron [6,7] Gleichungen der Form 


u(s+n) + + None uls-ı)=0 


untersucht, in denen h,(s) +0 ist, die A, beliebige reelle Zahlen be- 
deuten und die et ne der h,(s), wofern sie nicht identisch 
verschwinden (in welchem Falle 4, —= — oogesetzt wird), mit wachsen- 
dem s gegen endliche, von Null verschiedene Grenzwerte konvergieren. 
Hierunter fällt z.B. das Studium einer Differenzengleichung mit rationalen 
Koeffizienten. Unter. den Exponenten 4,4, sd... 4, =0sa%2 
der größte mit größtem Index, also 


>> 
> 
m.) 
ci: 
ia} 
- 
v 
a} 


Dann hat die Differenzengleichung genau > linear unabhängige Lösungen, 
für welche 
lu(s)| < M* a 


bleibt, während für jede andere Lösung immer wieder einmal 


|u(s)|>M, (0 ri 


wird; M und M, sind dabei von s unabhängige Konstanten. 
Mit Hilfe der Substitution 


u(s)= (sl wis), 


wobei der Exponent q irgendeine reelle Zahl bedeutet, lassen sich diese 
Ergebnisse erheblich verallgemeinern. Man markiere in einem recht- 
winkligen Koordinatensystem die n--1 Punkte mit den Koordinaten 


0,0 1, a ig Ber .., N, ko 

und umspanne sie mit einem nach oben konvexen Newton- Puiseux- 
schen Polygonzug (Fig. 38). Dieser habe m Strecken Er, 
den Richtungskoeffizienten T], Tg, ..., 7,, und den Horizontalprojektionen 


S 6. Der Satz von Poincare. 313 


test .,.so dab Fi ll 7 la ti, n ist. Dann gibt es ein 
Fundamentalsystem von Lösungen, die derart in m Klassen zerfallen, 


Fig. 38. 


daß für die Integrale der /-ten Klasse und ihre linearen Verbindungen 
stets 
lu(s)| <CM’(s!)" für alle s, 


lu(s)| > M,’ (s!)" für unendlich viele s, 


lım sup le 

son (s!)"ı 
endlich und von Null verschieden ist. Die Anzahl der Lösungen in 
der /-ten Klasse ist dabei t,. Zur l-ten Klasse gehört eine charakte- 
ristische Gleichung vom Grade i,, und der Limes superior ist gleich dem 
absoluten Betrag einer Gleichungswurzel; jede der m Klassen zerfällt 


also noch in Unterklassen entsprechend den verschiedenen Absolut- 
beträgen dieser Wurzeln (Kreuser [r]). 


also 


Elftes Kapitel. 


Homogene lineare Differenzengleichungen 
mit rationalen Koeffizienten. 


164. Wenn in einer homogenen linearen Differenzengleichung 


n 
(1) N )u@+)=0 
i=0 


die Koeffizienten rationale Funktionen von x sind, vermag man, wie 
wir im folgenden erkennen werden, in vielen Fällen das funktionen- 
theoretische Verhalten der Lösungen bis in alle Einzelheiten zu über- 
sehen [19]. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir an- 
nehmen, daß die Koeffizienten Polynome in x ohne gemeinsamen 
Teiler sind, und können, wenn es vorteilhaft ist, die Gleichung (1) auch 
in einer der beiden Gestalten 


(de) N Auß), 2, & p,()=0, 
i=0 
‚el PN 1) Aula) 2 v > (i) d-,@- mM) =0 


i=0 


n 
schreiben. In (1*) ist der Koeffizient von Au (x) gleich 9, (x), der 


. & . . pr 5» “ 
von u. (x) gleich DS P,(&); in (1**) hingegen hat der Koeffizient von A u (x) 
s=0 a 
den Wert (— 1)" ,(®&—n) und der Koeffizient von u (2) den Wert 
2 , 
Dp,(e—n). 
s=0 
Zunächst wollen wir uns mit normalen Differenzengleichungen be 
schäftigen. So nennen wir Gleichungen (1), in denen der Grad des 
ersten und letzten Koeffizienten 9, (x) und p,„(®) gleich ist, etwa gleich p, 
wobei pen sein kann, während der Grad der übrigen Koeffizienten 


nicht Größer als # ist; später werden wir übrigens noch eine weitere 


EEE EEE 
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Forderung stellen. Aufnormale Differenzengleichungen läßt sich beispiels- 
weise der Poincaresche Satz anwenden. Mit & 5%, ..., &, bezeichnen 
wir die nach absteigendem Realteil geordneten Nullstellen von du (®); 
HN EB BOLSHARN Yon dıe nach aufsteigendem Realteil geordneten Nullstellen 
von ,(® —n); es ist also 


Ra) Re) 


IV 


IV 


RN (e,) 


und 


RY)SRG)S 2 


I/A\ 


R(y,)- 


Dabei denken wir uns unter den «, diejenigen, welche sich um ganze 
Zahlen unterscheiden, je in eine Gruppe zusammengefaßt, ebenso unter 
den y,. Die Punkte «, und y, sind die einzigen singulären Stellen der 
Differenzengleichung (1) im Endlichen. Zu ihnen tritt als weitere 
singuläre Stelle noch der unendlich ferne Punkt. 

Das Haupthilfsmittel zur Untersuchung normaler wie überhaupt 
aller Differenzengleichungen sind die Fakultätenreihen. Auf ihre An- 
wendung werden wir denn auch im nächsten Kapitel zu sprechen 
kommen. In diesem Kapitel wollen wir jedoch einen anderen Weg 
einschlagen, indem wir durch eine Integraltransformation, die sogenannte 
Laplacesche Transformation, die Auflösung einer normalen Differenzen- 
gleichung auf die Integration einer homogenen linearen Differential- 
gleichung und eine Quadratur zurückführen. Dies mag zunächst, 
wiewohl es der historischen Entwicklung entspricht, befremdend und 
unnatürlich erscheinen, weil eine Differenzengleichung etwas Ursprüng- 
licheres ist als eine Differentialgleichung. Wir genießen jedoch dabei 
den Vorteil, uns auf eine der bestentwickelten Theorien der modernen 
Mathematik stützen und hierdurch auf bequeme Weise die Probleme 
kennenlernen zu können, welche sich im Gebiete der Differenzenglei- 
chungen darbieten. 


81. Den Fuchsschen Differentialgleichungen analoge 
Differenzengleichungen. 


165. Zuerst wollen wir eine besonders einfache Klasse von normalen 
Differenzengleichungen studieren, nämlich diejenigen Gleichungen, die 
in Analogie zu den Differentialgleichungen vom Fuchsschen Typus 
stehen. Dies sind bekanntlich die Differentialgleichungen, deren Inte- 
grale sich überall bestimmt verhalten. 

In der Gleichung (1**), die wir übersichtlicher 


N 


@) Na@)Au-0 


i=0 


316 Elftes Kapitel. Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten. 


schreiben, sollen die Koeffizienten O, (x), Q,_1(®)» ---» Qo (x) Polynome 
abnehmenden Grades sein. Q,(@)=(— 1)", («e—n) hat den Grad #, 
der Grad von Q,_,(«) soll dann $ —: nicht übersteigen, sodaß not- 
wendig $> n sein muß, In die Gestalten (1) und (1*) gebracht lautet 
die Gleichung (2) 


(2) ut +) 20-9) .e@+m=0. 


er) VA 2L)aet+m=0. 


Die Zahlen «, sind die Nullstellen des Koeffizienten (—1)"Q, (x +n) 
von (x) in (2*), sodaß sich also &,+n,...,e,+n als Null- 
stellen des Koeffizienten Q, (x) der Differenz höchster Ordnung in (2) be- 
stimmen lassen. Die Zahlen 7 — Ny..., 9, n bekommt man als Null- 


stellen des Koeffizienten 5Q, (2 -+n) der höchsten Glieder u(r-n) 
i=0 
n 
bzw. Au(x) in (2*) und (2**). 
Mit Hilfe der Newtonschen Interpolationsformel geben wir den 
Koeffizienten Q,(x) zweckmäßig die Gestalt?) 


p-n+i 


(3) 2 ee hell -@®—i+s-—1l), 


worin die C, , von x unabhängig sind und ohne Beschränkung der 


Allgemeinheit C„,,„ —1 angenommen werden darf. Die Gleichung (2) 


enthält dann (n # 1)p — : — Konstanten, während eine allgemeine 


normale Difierenzengleichung deren (n +1) +n aufweist. 

Die Laplacesche Transformation besteht nun darin, daß wir eine 
Funktion v(t) und einen Integrationsweg derart zu bestimmen ver- 
suchen, daß das Integral 


(4) u(®) — [tr-to()at 


eine Lösung der Gleichung (2) liefert. Zum bequemen Einsetzen in 
die Gleichung (2) verschaffen wir uns zunächst die Differenzen von 
u(x), die wir aus (4) leicht ermitteln können. Wir erhalten 


Au=ftenk -udE Q=O,1..,n 


') Für s = 0 bedeutet das Produkt x (@-+1)---(c-+s —1) hier und im folgen- 
den |]. 
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und. nachher durch Teilintegration 
0 
a a 
= (— -1)° n- i+s-1 alle No] @] dt 
dt® 
vorausgesetzt, daß alle Glieder 


(5) re er] Berka 


ae WIEN. 


an den Integrationsgrenzen verschwinden. Unter dieser Bedingung 
stell, wie man durch Eintragen der Integrale in (2) erkennt, das 
Integral (4) eine Lösung der Gleichung (2) dar, us u) der Diffe- 
rentialgleichung $-ter Ordnung 


n p j : r x 
DENE 


a) 


gemugt,rin,.derC, el für s< 2 ist. 


Die Differentialgleichung (6), auf deren Integration die Auflösung 
der Differenzengleichung (2) im wesentlichen hinausläuft, ist vom Fuchs- 


pP 
schen Typus. Der Koeffizient der höchsten Ableitung —. lautet 


(— t)? (t— 1)". Die singulären Stellen der Differentialgleichung (6) sind 
also die Punkte 0, 1 und ©, und zwar sind sie sämtlich Punkte der Be- 
stimmtheit. Als determinierende Gleichungen zu 1, O0 und oo erhält man 


Au 1): apa) (1) dei 29): ey 0, 


i=0 
Q, (m une 4) =)» 
n 
ar Oi 4) = 
i=0 
Die letzten beiden Gleichungen haben die Wurzeln — &,, — &,,..», 
= — Ya» a3 3 77 Y%p: Die erste Gleichung, in welche die Ko- 
ee C, 2, En-1,9-1> ::, Co, pm der höchsten Glieder von Q, (x), 
sul: Ro («) eingehen, möge neben den offenkundigen Wurzeln 
Ok in —n— 1 die. weiteren ß,, Ba; ---» Pu aufweisen'). Durch 


die (2# re n) Größen «, ß, y lassen sich die en der Differential- 


1) Diese Zahlen ß,, fa... , ßm haben nichts mit den Zahlen ß; des vorigen 
Kapitels zu tun. 


2-0 
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gleichung (6) erschöpfend charakterisieren. Der Einfachheit halber sei 
zunächst keine der Größen ß und keine Differenz zwischen ihnen eine 
ganze Zahl. Dann hat, wenn wir, wie durchgehend in diesem Kapitel, mit 
den Buchstaben p und ı Funktionen bezeichnen, die in der Umgebung 
des gerade ins Auge gefaßten Punktes regulär sind, die allgemeine 
Lösung der Differentialgleichung (6) in der Umgebung der Stellen 0 
und oo die Gestalt 


Br r 
(7) v() = Zar ei [Y;,0 (f) -- y;, legt + --- + y,,log 2]: 
dA -+ AN FAR +, ti<1; 
en d)-+ y, ,(Ölogt +9, „(log’t] 
a Zu [9,00 + TB) OST Wr 3 > 
N 
—= 48) war) 1  ; 1 # F 1 
Y,,( t) > A,o j A;1 1 A; Fr 5 \ > 5 
wobei wenigstens je ein Ai und ein AR (0,1503 r\ von Null ver- 


schieden sind. 
In der Umgebung des Punktes ?!=1 gibt es hingegen ( — n) 
reguläre Lösungen und n nichtreguläre Lösungen von der Form 


(9) vu,()= 1)" p,(t), 


wobei für t—1|j<1 
9A, ri; ‚A —-Hp4, —’+»-- 


mit A .oF 0 ist. Gerade mit Hilfe dieser nichtregulären Integrale 
v,() wollen wir jetzt die Lösungen der Differenzengleichung (2) 
aufbauen. 

Es seien J und Z zwei in positivem Sinne durchlaufene Integrations- 
wege (Fig. 39), welche, von t=0 bzw. {= oo längs der positiven 
| reellen Achse ausgehend und da- 
| hin zurückkehrend, den Punkt 
| t=1 umschlingen. Wenn ’? sich 
| Ll L auf Z bzw. L bewegt, möge der 


rn ken — Arkus von (t—1) von — x bis 
—- bzw. von O bis 2x zunehmen; 


&=7 den Arkus von ? selbst wählen wir 

zwischen — zund -- x. Bilden wir 

dann für se 1.31... 8 0e Bi 
Fig. 39. tegrale 
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(10) = o,ar, 
1 

(11) u.@)= fe v,(h)dt, 
L 


so verschwinden, wie man vermöge (7) sieht, für o > R(«, + n) die 
Ausdrücke (5), wenn ? auf Z nach Null wandert. Die Integrale (10) 
sind also, zunächst für > NR(«, +n), Lösungen der Differenzen- 
gleichung (2). Da sie jedoch, wie wiederum aus (7) hervorgeht, für 
o>N(a,) absolut konvergent sind, genügen sie sogar in der Halb- 
ebene o > R(«,), möglicherweise in einer noch ausgedehnteren Halb- 
ebene, der Differenzengleichung. Entsprechend erkennt man, daß die 
Integrale «, (x) in der Halbebene o < N (y,) absolut konvergieren und 
dort Lösungen von (2) sind. 

Die hiermit zunächst für o> NR(a,) bzw. o< R(y,) definierten 
Lösungen u, (&),...,u,(&) und u, (&),...,u,(&) nennen wir das erste 
und zweite kanonische Lösungssystem der Gleichung (2). 


166. Wie wir schon in Kapitel 9, $ 4 dargetan haben, lassen sich 
die Integrale (10) mit Hilfe von Fakultätenreihen ausdrücken, und 
zwar in folgender Weise: 


= a s (B+ DB +D (Betr) 
Zn Ge Aa GEB) e+B AD RB) 


Dabei sind die Fakultätenreihen für 0 > R(«,) absolut konvergent. Für 
R («,) <0 werden die alsdann auftretenden Pole =0,—1, —2,.., 
des Faktors I’(x) durch Nullstellen der Fakultätenreihe aufgehoben, 
auf welche man durch Vergleich der Entwicklungen (7) und (9) schließen 
kann. Der Ausdruck (12) ist also für o > R(«,) regulär, was übrigens 
auch schon aus dem Integral (10) hervorgeht. 

Um für die Integrale (11) eine ähnliche Entwicklung zu erhalten, 
setzen wir, da die Potenzreihe in (9) auf Z nicht durchweg konvergiert, 


zunächst t—= -ı Dies führt für @, (t) zu der Reihe 


Ro 


welche den Kreis |z|—= 1 zum Konvergenzkreise hat. Die Koeffizienten 


A, „ sind hierbei die auf einanderfolgenden Differenzen der Zahlen A,,,: 


4, o=A,o» A a Audi 
i=0 
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weil auf die in (9) eingehende Potenzreihe einfach die Eulersche Trans- 
formation angewandt ist. Wegen 


a0 a 1) griß+l) IT(-x2—Pß) e Bi 
a di — T(-A)TA-») (+R() < 0) 


kommen wir so schließlich zu der Darstellung 


_ 1 _ meer _ IC) 4 GrDB+D- Betr) 
(13) u,(@)=e TI- BF 52 As "DE. BsH' 
die in der Halbebene o < R(y,) gilt und deren Koeffizienten die auf- 
einanderfolgenden Differenzen der Koeffizienten in der Entwicklung 


(12) sind. 


167. Die Gleichungen (12) und (13) sind besonders nützlich, wenn 
man das asymptotische Verhalten der Lösungen in der einen oder 
anderen der Halbebenen o > R(«,) oder o < R(r,) untersuchen will. 
Da die Fakultätenreihen dann je gegen ihre konstanten Glieder streben 
und andererseits für -n+e<arce <n—e (e>0) gleichmäßig 


. T(a)x? 
l _ — 
ae T(x+B) : 
gilt, erhält man die Relationen, 
lim „ft! ER I = 

(14) Ne u,(®) TC’ 5 Sarrı<z, 
15 LO al a 
Br ae a ne 2 


welche das gewünschte asymptotische Verhalten in den Halbebenen 
o>NR(a,) bw. o<NR(y ,„) in Erscheinung treten lassen. 

Jetzt wollen wir ganz kurz von einigen bei den Zahlen #,,ß,,-- -, P,» 
den Wurzeln der determinierenden Gleichung zum Punkte ?=1, 
möglichen Ausnahmefällen reden, während wir die meisten erst später 
unter allgemeineren Gesichtspunkten behandeln werden. Wenn ein P, 
eine nichtnegative ganze Zahl und kein anderes Pi» :»-, ß, ganzzahlig 
ist, hat v,(£) in der Umgebung von t=1 die Gestalt 2 


„= lp,d+ PR a -2]. 


Alsdann findet man 


si N = 
Sul’ t=55jt" (et — 1) log (t — 1) PX (t) dt 
l 
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und durch Zusammenziehung der Schleife } auf die hin und zurück 
durchlaufene Strecke O...1, wobei die Funktion Logarithmus herausfällt, 


Im, 
u,(@)= — je -1)Forlat. 

Wenn also die Funktion pf(f) von Null verschieden ist, ändert 
sich in diesem Falle die Form der Gleichung (12) gar nicht. Wenn 
hingegen 9% (ft) = 0 ist, was nur für ß,Z2p— n eintreten kann, wird 
das Schleifenintegral über / identisch Null. Dann können wir jedoch, 
da die Ausdrücke (5) für {= 1 verschwinden, statt der Schleife Z den 
geradlinigen Integrationsweg von O0 bis 1 benutzen und stoßen wieder 
auf eine Entwicklung der Form (12). 

Wenn ß, eine negative ganze Zahl und gleichzeitig 9% (ft) — 0 
ist, enthält die Fakultätenreihe in (12) nur eine endliche Anzahl Glieder, 
und es gilt 


xz—1 


ee 


Die eben ausgesprochenen Bedingungen sind gerade hinreichend 
und notwendig dafür, daß «,(x) ein Polynom wird. 


168. Bis jetzt sind wir über die Eigenschaften der kanonischen Lösungs- 
systeme je in einer gewissen Halbebene unterrichtet, und zwar sowohl im 
Endlichen, wo die Lösungen regulär sind, als auch bei der Annäherung 
an den unendlich fernen Punkt. Es bleibt uns also noch übrig, einmal 
jedes der Lösungssysteme in die ganze endliche Ebene fortzusetzen und 
zum anderen das Verhalten der Lösungen bei beliebiger Annäherung ans 
Unendliche zu untersuchen. Für unsere spezielle Gleichung (2) wollen 
wir hier nur die erste Aufgabe behandeln, während wir die zweite 
später sofort für die allgemeine Gleichung (1) in Angriff nehmen 
werden. Lösen wir die Gleichung (2*) nach »(x) oder u(@ --n) auf, 
so 5nnen wir die in den Halbebenen o > R(«,) und o < R(y,) defi- 
nierten und regulären Lösungen schrittweise immer um einen Streifen 
der Breite 1 nach links oder rechts fortsetzen und so allmählich in 
die ganze endliche Ebene gelangen. Dabei zeigt sich unmittelbar, 
daß die Lösungen u, (x) und «,(x) meromorfe Funktionen von x sind, 
u,(x) mit Polen in den Punkten «, — » einen. Derzalatle. 
n,(x) mit Polen in den Punkten y,+». 

Die Lösungen u, (x) und u, (x) müssen also eine Mittag-Lefilersche 
Partialbruchentwicklung gestatten. Diese finden wir folgendermaßen, 
ohne irgendwelche Annahmen über die ß, nötig zu haben (die Entwick. 
lung von v,(f) in der Umgebung des Punktes = 1 darf vielmehr Loga- 
rithmen enthalten)... Wir gehen von irgendeiner Bestimmung (7) von 
v,(f) auf der positiven reellen Achse in der Nähe des Nullpunkts aus 
21 
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(16) 


(17) 
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und umkreisen den Punkt {=1. Bei der Rückkehr zum Ausgangs- 
er bekommen wir dann in (7) lediglich andere Konstanten, etwa 


Re 4 Wenn nun zunächst X (ß,) > — 1 ist, also u (x) in der | 
Halbebene o>%R(e,) bei Annäherung ans Unendliche gegen Null | 
strebt, können wir in (10) die Schleife 7 durch die hin und zurück | 
durchlaufene Strecke 0...1 ersetzen. Tragen wir dabei die entsprechen- | 


den Entwicklungen (7) ein und integrieren gliedweise, so entsteht die 
gesuchte Partialbruchreihe 


40 1:49 ran \ 


u, (®) Se c: N a HAr ER 


(=l1y=0 


deren Koeffizienten durch die Entwicklung von v,(£) in der Umgebung 
des Nullpunkts geliefert werden. Die Bedingungen für gliedweise 
Integration sind, wie man sich überzeugen kann, erfüllt. Die Reihe (16) 
erweist sich als gleichmäßig und absolut konvergent in jedem endlichen 
Gebiet, aus dem die Punkte «, — » durch kleine Kreise ausgeschlossen 
sind, und gibt daher die analytische Fortsetzung von u, (x) in die ganze 
endliche Ebene. Wenn R(ß,)<— 1 ist, divergiert die Reihe (16). 
Wählen wir jedoch eine positive ganze Zahl g derart, daB R(d,+-g)> —1 
ist, so vermögen wir zwei Polynome g,_, (x) und g, (x) vom Grade 
q— 1 und g derart ausfindig zu machen, daß die Funktion 


Us (2) — 89-ı (x) 
Er (x) 


eine Entwicklung der Form (16) gestattet [7]. Zusammenfassend 
können wir sagen: 

Die Funktionen u, (%),-.., u,(%) des ersten kanonischen Fun- 
damentalsystems sind. meromorfe Funktionen von x, welche nach Sub- 
traktion eines geeigneten Polynoms eine Darstellung der Gestalt (16), 
multipliziert mit Di Polynom, zulassen. Ihre Pole liegen in den 
Punkten ,—v(i=1, „Pd; r=0,1,...), wobei + n die Null- 
stellen des a Q,« ) der Dita höchster Ordnung in (2) 
sind. Wenn «,-+n eine sel Nullstelle ist, die sich von keiner 
der anderen Nullstellen um eine ganze Zahl unterscheidet, so sind die 


Pole &,,@,—1,... alle einfach; wenn hingegen @,—+n eine k-fache 
Nullstelle ist, so sind die Pole &,@,— 1,... wenigstens von der 
Ordnung k. 


Für u,(®) bekommen wir entsprechend durch Einsetzen der Ent- 
wicklung (8) in das Integral (11) bei 8 (8,) > — 1 die Partialbruchreihe 


a| Si 140 rı4N 
BR 3 (,— ed, je | SE REN EFT HN! 6 
x —y% —y ; je 


er RRrerzE anni 
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für R(P,) <— 1 muß man %,(x) zunächst durch ein passendes Poly- 
nom dividieren, um eine analoge Entwicklung zu ermöglichen. 

Auch die Funktionen n, (&), ..., u, (®) des zweiten kanonischen Sy- 
stems sind meromorfe Funktionen von x, und zwar mit Polen in den 
Punkten y„+v(i=1,2,...,d;v=0,1,...), wobei y,—n die Nullstellen 


N 

des Koeffizienten von u(® + n) bzw. Nu(x) in (2*) und (2**) sind. 

Wir wollen noch anmerken, daß hiernach die asymptotischen 
Gleichungen (14) und (15), da alle Pole der Lösungen in einem ge- 
wissen Streifen um die reelle Achse von endlicher Breite liegen, nicht 
nur in den Halbebenen o > X%(«,) und ao <N(y,) gelten, sondern all- 
gemein auf jedem. Radiusvektor richtig sind, der mit der positiven 
oder negativen reellen Achse einen Winkel höchstens vom Absolut- 


betrage - bildet. 


8 2. Normale Differenzengleichungen. 


169. Nunmehr gehen wir zur Behandlung allgemeiner normaler 
Differenzengleichungen über. Dazu schreiben wir die Koeffizienten #, (x) 
(#= 0,1,..., n) der Gleichung (1) in der Form 


(18) Je. +) +i+1) -@k+i+s—1), 


wobei nach Voraussetzung c, „ +0 und Corn +0 ist, im übrigen aber 
die c,, beliebige von x unabhängige komplexe Zahlen bedeuten. 
Setzen wir 


(19) a = 0,1,..,8), 


JE FAT F vi, s[ ,2+i+3 
(20) Va) SD ( or 4 hr), 
a0 s=0 


so gewinnen wir durch Anwendung der Laplaceschen Transformation (4) 
die Beziehung 


By (x) u (x, 1 + je DE DAL Ve di. 


Die Funktion #(x) in (4) wird daher eine Lösung der Differenzen- 
gleichung (1), wenn wir v(f) als Lösung der Differentialgleichung 


ei) Se 


21* 
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bestimmen und den Integrationsweg so wählen, daß V(x, t) entweder, 
wenn er offen ist, an seinen beiden Enden verschwindet oder, wenn 
er geschlossen ist, zu seinem Ausgangswert zurückkehrt. 

Betrachten wir zunächst die Differentialgleichung (21). Sie hat zu 
singulären Stellen außer {= 0 und £— die Wurzeln der Gleichung 


n 


(22) Sb rel, 

s=0 
in deren linke Seite die Koeffizienten der höchsten Glieder von 
Do(®), -.-, D,(®) eingehen und die wir die charakteristische RE 
der Differenzengleichung (1) nennen wollen. Wegen Co, + rien 


n,p 
ist sie vom Grade n und hat n von Null verschiedene Wurzeln 


EN 4 
a = 0,0% [3 = 1, 


1} 
r BEEN®E 


die nach wachsendem Arkus geordnet sein mögen: 
0<L, RR Sb > 27; 


fürse, =>, Sel:o: RN, Wenn a, eine einfache Wurzel ist, so 
ist a, ein singulärer Punkt der Bestimmtheit; dann gibt es in der 
Umgebung von a, (# — 1) reguläre Lösungen und eine Lösung von 
der Form 

(-a)"p,(). 


Wenn hingegen a, allgemein eine etwa /-fache Wurzel der 
charakteristischen Gleichung ist, haben wir zwei wesentlich verschiedene 
Fälle zu unterscheiden: 


1. a, ist zugleich eine (2— s)-fache Wurzel der Gleichung 
-,‚Ö=0 (s=1,2,...,1—1); dann ist a, ein Punkt der Be 
stimmtheit. 
2. a, ist ein Punkt der Unbestimmtheit. 


Der erste Fall liegt z.B. bei der Gleichung (2) vor, für welche die 
charakteristische Gleichung (£ — 1)" — 0 lautet und alle a, im Punkte 
t= 1 zusammenfallen, welcher ein Punkt der Bestimmtheit ist. Den 
zweiten Fall lassen wir vorläufig beiseite, um ihn später ($ 5) gesondert 
zu betrachten. Eine Gleichung, bei der er eintritt, nennen wir nicht 
mehr normal; wir präzisieren hiermit, wie schon früher angekündigt, 
den Begriff „normale Differenzengleichung“ noch ein wenig. 

Die determinierende Gleichung zum Punkte a, hat die Wurzeln 


ER E RTRRREE RR 0, un, Pat 


Ihnen entsprechen # linear unabhängige Lösungen Ur Ya Up 
der Differentialgleichung (21), von den die (# — ]) Ach regulär, die 
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ersten 2 im allgemeinen nicht regulär sind. Die Wurzeln Pi Ds ee 

»ß,, und entsprechend die zugehörigen Lösungen fassen wir in 
eapnen derart zusammen, daß Wurzeln, die sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, in eine Gruppe kommen. Mit Unterdrückung 
des zweiten Index i und nach absteigendem Realteil geordnet mögen 


I NET Ps+g-ı eine solche Gruppe bilden. Die zusammenfallen- 
den Wurzeln in ihr 


ß, u = =ß.in-ı 


Porn = Borazı wer Ba: 


i De = Ps4041 ee =ßıg-ı 


rechnen wir je in eine Untergruppe. Dann gehört zur ersten Wurzel 
ß,= P, , eine Lösung 


(23) v,;() =( ai, 


und allgemein zu einer beliebigen Wurzel ß eine Lösung 


sır,ü 
0” B 
(24) v4, = Der [@ ea a;) a. Pe) 
Oßgrr, i 

— (a, fe+ri[pdL,, :d)- r Dre (t) log (-a,)- + tpnilt AU )logr(t-a,)]; 
für die Wurzeln der ersten Untergruppe ist dabei go" % la) Et 
für die Wurzeln der zweiten Untergruppe De la a,) +0 und 
ee (a,) 7 => Dr :(@,) = 0 usw. 

In der OE der Stelle e=0 gibt es 5 Lösungen 
erlernen, (yon der Form 


(25) re A) 


—=t«[y, + y,@logt+ + Y,,.0log’i] 


und in der Umgebung des Punktes t=o0o Lösungen 
vol) > Ya, > --- 2,,.(d) yon der Form 


(26) 1.0 Bl] 


= 1 
is 940 () Pin Y,i1 ( log = ar Vor (f) log’ = ; 


o" 


Die nichtnegative Zahl » ist dabei gleich der Anzahl der Wurzeln, die 
sich in derselben Gruppe wie «, befinden und links von «, liegen bzw. 
gleich der Anzahl der Wurzeln, die sich in derselben Gruppe wie y, 
befinden und rechts von y, liegen. 
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Um durch Eintragen der eben charakterisierten Lösungen der 
Differentialgleichung (21) in das Laplacesche Integral (4) eine Lösung 
der Differenzengleichung (1) zu bekommen, müssen wir noch den 
Integrationsweg geeignet festlegen, so daß die Bedingung für die 
Größen V(x, £) erfüllt ist. Dazu nehmen wir zunächst an, daß nie- 
mals zwei verschiedene singuläre Stellen auf demselben Radiusvektor 
vorkommen, und schlitzen die 
Ebene längs der vom Null- 
punkte nach den singulären 
Stellen führenden Radienvek- 
toren bis ins Unendliche auf, 
und zwar bei a, vom Null- 
punkte selbst an, bei den an- 
deren singulären Stellen erst 
von der betreffenden singu- 

Der lären Stelle an. In der so zer- 

0 Q;-ı schnittenen Ebene ist die Funk- 
tion 2*-12, ‚(f) eindeutig. Wir 

N bezeichnen mit /, und Z, die 

\ aus Fig. - 40 ersichtlichen 

N Schleifenwege von 0 und 
\ an, welche den Punkt a,, aber 
iR keinen weiteren singulären 

Fig 40. Punkt umschlingen, und setzen 

s fest, daß der Arkus von? —a, 

auf J, von Z,— rn bis Z,+n und auf Z, von /, bis {,+2n wachsen 

soll; als Arkus von ? nehmen wir den Wert zwischen O0 und 2x. Dann 
sınd die Integrale 


2 
m 


1 
(27) zer dd DRM), 
!; 
Bu 1 
(28) u,.@)= a jien vw; dd, o<R,) 
L,; 


in den angegebenen Halbebenen Lösungen der Gleichung (1), weil 
V”(x,t) für o>Rl(e,) bzw. o<NR(y,—n) verschwindet. Nehmen wir 
für v.,() nacheinander alle in der Umgebung der Punkte PERL Me & 
nicht regulären Lösungen, so erhalten wir auf diese Weise n» Lösungen 
u(x) und n Lösungen #(x) der Gleichung (1), Wir nennen sie das 
erste und zweite kanonische Lösungssystem und ordnen sie wie die 
in Gruppen und Untergruppen. 


s,i 


170. Ganz entsprechend wie bei der speziellen Gleichung (2) be- 
stehen auch hier für die kanonischen Lösungen Fakultäten- und Partial- 
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bruchentwicklungen. Der Einfachheit halber sei v,,;(£) zunächst von 
der Form (23). Wir können nicht ohne weiteres wie früher vorgehen, 
weil die Darstellung (23) nicht genügend weit konvergiert und daher 
längs 2, nicht gliedweise integriert werden darf. Machen wir jedoch 
die Substitution = a,z, so lehren die Entwicklungen in Kapitel 9, $ 4, 
daß sich das Integral (27) in die Gestalt 


Tr 13) ae! 


D-A)TE pair 1 


(29) u,;(®) 3 2 ı) Q (&, B,. 


bringen läßt, wobei 


BYE): (Frr)o 
(29 *) >. («+oß-+o)-- :-(<+oß-+vo) 


eine füro > R(«,) absolut konvergente Fakultätenreihe ist und & eine 
zur Erzielung der Konvergenz hinreichend groß gewählte positive Zahl 
bedeutet. Die Koeffizienten A, setzen sich linear aus den (+1) 
ersten Koeffizienten der Entwicklung von p,,($) in der Umgebung 
des Punktes {= a,: zusammen und können aus den Koeffizienten der 
Differenzengleichung (1) durch rein algebraische Operationen her- 
geleitet werden. Sie sind mit Ausnahme von A, auch von m ab- 
hängig, A, ist wegen @, ‚(a,) +0 von Null verschieden. 
Das Integral (28) gestattet eine Entwicklung der Form 


a rin 
[02] 


Dana 


(30) u,;(%) N 


2x, ß,.:) 5 


In ıhr ist 


(30 *) 2 (x, B) = 14 BHN)B+N: Brno” 


” (2 — o)(2— 20): (© — vo) 


eine für o < R(y,) absolut konvergente Fakultätenreihe, deren Koeffi- 
zienten A, als aufeinanderfolgende Differenzen der A, gewonnen 
werden können; insbesondere ist As =4A,*0. In den Halbebenen 
o>NR(e,) und o<NX(y,) sind also die Lösungen u(x) bzw. u () 
regulär und genügen den Limesrelationen 


= 4A 7 TC 
(31) iz a; si + en Kal u Fer - ZSarısyz, 
z| >» 
= sn 4A 3x n 
(32) | nr a; aßs,i+1 TG) - Te’ — —- <arcıe <— 3: 
z1>n 
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Auch wenn a, eine mehrfache Wurzel, also v, ‚(f) von der Form (24) 
ist, bestehen ähnliche Entwicklungen. Wie sich aus Kapitel 9, $4 ent- 
nehmen läßt, ist dann 


I 
(33) =. DIL ale er; 


wobei die Fakultätenreihen 


a® 
(33 *) 2, ‚(@ = Ar + Iren CE an (= 0, 1, r) | 


für 
z.. E \ 
(33) o>RW), 0>0, RE@+B,+1)>0 


konvergent sind. Ähnlich bekommt man 


ER 
(34) u,,®@)= “2,9 55 e° | 


und den Bedingungen 
(34 %*) o<R(Yy, 0<m. 


Da nun für — z = arcın 7 gleichmäßig 


® Te 


opt I(® +) 


lim — 
1 l 
| = ae 
Ba) {2% log ; x 
ist, lassen sich aus (33) die asymptotischen Werte der Lösungen be- 


. . sc I 
rechnen, und zwar gilt bei — S are = 


| 
mit 
Ge Se 
— (2-0) (2 —- 2@)--- (2 —-vo®) 


in der ersten Untergruppe 


aa Ir ur £ 
(35) STERN n =0,1,..,k—1), 
"\e ® 


in der zweiten Untergruppe 


lim Ustntr(®) ee RR Bi 
|«|>» ae = K, (r u Fa ER h 1) 
N 1097. 
a x 
usw.; K,, K,,... sind von Null verschiedene Konstanten. Ganz ent- 
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sprechende Gleichungen bestehen nach (34) für die Funktionen % (x) im 
Winkelraume — = sSarcı<s— > Alle diese asymptotischen Be- 


ziehungen stellen offenbar Verschärfungen des Poincareschen Satzes 
für unseren speziellen Fall normaler Differenzengleichungen dar. 


Nach den letzten Ergebnissen kann man die Lösungen des ersten 
kanonischen Systems im allgemeinen so numerieren, daß das Verhältnis 
u, (%) 
Us+, (X) 
|®| nach Null strebt. Hieraus läßt sich schließen, daß die Funktionen 
des ersten kanonischen Lösungssystems ein Fundamentalsystem bilden. 

Bestände nämlich eine lineare Relation von der Form 


ee ee = = arcı cs bei wachsendem 


wobei die 7, (®) etwa für 2=x, nicht alle Null wären, und wäre 
etwa, (x,) die letzte von Null verschiedene der Zahlen z, (%,), ---, 72, (%,) 
so erhielte man nach Division durch u,(X), wenn man x die Werte 
&g %o + 1,2, + 2, ... durchlaufen läßt, gerade 77,(&,) = 0 im Wider- 
spruch zur Voraussetzung. Eine Ausnahme kann nur eintreten, wenn 
zwei verschiedene singuläre Stellen in derselben Entfernung vom Null- 
punkte liegen und gleichzeitig der reelle Teil von zwei der Zahlen £ 
übereinstimmt. Aber auch dann bilden die v(x) ein Fundamentalsystem, 
wie man sich durch Betrachtung der von dem Verhältnis u.) 


Us+1(%) 
angenommenen Wertmenge überzeugen kann. Ebenso läßt sich zeigen, 


daß das zweite kanonische Lösungssystem ein Fundamentalsystem ist. 
Wenn man will, kann man u, ,(x) auch in der Gestalt 


schreiben. Dabei sind die ®,(x) für Werte von x, die den Be- 
dingungen (33**) genügen, in Fakultätenreihen entwickelbar. Die letzte 
Gleichung läßt vor allem das asymptotische Verhalten der u,,;®) 
gut erkennen. Freilich ist die Berechnung der Koeffizienten in den 
Fakultätenreihen für die ®,(x) viel schwerer als die entsprechende 
Aufgabe für die 2, (x). 

Ferner existieren für die u,;(%) in der Halbebene o> NR («,) 
Reihen von der Form 


a N 


v=0 
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welche man mit Hilfe der Formel 
21 
wt=(a, + (t— a)” =; ar I* ) - os 1) 


bekommt. Dabei ist R(y — «,) > 0 vorausgesetzt. 


171. Früher hatten wir ausgeschlossen, daß sich auf demselben 
Radiusvektor zwei verschiedene singuläre Stellen, etwa a, und a,,,, 
befinden. Aber auch in diesem Falle können wir im wesentlichen mit 
unseren früheren Überlegungen durchkommen. Wir brauchen nur in den 
Integralen (27) und (28) die Schleifenwege /,,, undL, zur Vermeidung 
der Punkte a, und a,,, passend auszubiegen und in den Gleichungen 
(29) und (30) für & eine komplexe Zahl von absolut sehr kleinem 
Arkus und genügend großem Absolutbetrage zu nehmen. 


172. Die analytische Fortsetzung der kanonischen Lösungen ın 
die ganze Ebene wird wieder durch Partialbruchreihen geliefert. Um 
diese zu bekommen, nehmen wir auf dem Radiusvektor O...a, einen 
Punkt b, an, der näher am Nullpunkte als irgendeine der singulären 
Stellen liegt. Bezeichnet 2/ eine von b, ausgehende, den Punkt a, um- 
schlingende Schleife, so läßt sich u,,;(®) in der Form 

b 


1 
PRO RE U DR )dt+ ei > an * fer, od at 
u% r 


ü 


mit konstantem Co e. schreiben. Das erste Integral ist eine ganze 


Funktion, das zweite in eine Partialbruchreihe der Gestalt (16), multi- 
pliziert mit b*, entwickelbar. Hieraus folgt: 

Die n Lösungen u, (%), -.., u„(X) des ersten kanonischen Lösungs- 
systems sind meromorfe Funktionen von x mit Polen in den Punkten 


Go rl nd... ff ==}, 2,,.35 25 


a! 


die Residuen in diesen Polen sind die Entwicklungskoeffizienten von 
v,„(f) und können leicht gebildet werden. 

“ Ebenso kann das Integral (28) in zwei Integrale zerlegt werden, 
von denen das erste eine ganze Funktion ist und das zweite eine Partial- 
bruchentwicklung der Form (17) gestattet. Auch die n Lösungen 


u,(%),...,u,(8) des zweiten kanonischen Systems sind somit meromorfe 
Funktionen mit Polen in den Punkten 
Yyıtrla#2... = 1,2,..,2); 


wobei die Residuen die Entwicklungskoeffizienten von v,„(d) sind. 
Mithin gelten die bisher angeführten asymptotischen Relationen 
für die u,(®) und u, («) auf allen Radienvektoren, die mit der posi- 
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tiven bzw. negativen reellen Achse höchstens den Winkel 5 (absolut 


genommen) einschließen. Asymptotische Formeln für andere Radien- 
vektoren lassen sich leicht aus den Ergebnissen des nächsten Para- 
grafen herleiten. 


S 3. Die linearen Relationen zwischen den kanonischen 
Lösungssystemen. 


173. Da die beiden kanonischen Lösungssysteme Fundamental- 
systeme sind, müssen zwischen ihren Funktionen lineare Relationen 
.von der Form 


(36) 


: IM: 
a 


gelas.ın) 
(36*) = In, 


mit periodischen Koeffizienten bestehen. Der gegenwärtige Paragraf 
ist einem genauen Studium dieser Relationen, d.=h. der expliziten 
Bestimmung der Funktionen 7; ‚@), %, ,(2), gewidmet. Wir werden 
sehen, daß diese Funktionen rationale Eunlhsten von e?*i* sind und daß 
die in sie eingehenden Konstanten vollständig angegeben werden können. 

Um uns zunächst einen Überblick zu verschaffen, gehen wir folgender- 
maßen vor. Unter gehöriger Beachtung der Bestimmungen der Funktion 
v,,(£) und unter der Voraussetzung, daß alle ß einen Realteil größer als 
—1 haben und o<R(y PN ist, deformieren wir die Schleife /, in die 
hin und zurück durchlaufene Strecke O...a,. Diese weiten wir dann 
zu einer von a, ausgehenden, den Nullpunkt umschließenden Schleife 2,* 
aus. Die Schleife ],* wiederum kann durch den in Fig. 41 ($ 332) ge- 
zeichneten, ebenfalls von a, ausgehenden und dahin zurückkehrenden 
Integrationsweg 2,** ersetzt werden. Läßt man schließlich bei 15% 
den. in Frage kommenden Kreis unendlich groß werden, so stößt 
man im wesentlichen auf die Schleifen L,,...,L,. Auf diese Weise 
gelangen wir zu folgendem Ergebnis. Es seien a,, a,, ..., a, die 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung, a, eine l-fache Wurzel 
(,—=a,,1="=a,,,_,) und a, ein Punkt der Bestimmtheit der 
Differentialgleichung (21) mit den Exponenten ß,, Pj4»» > Piri-ı 
für die nichtregulären Integrale, denen 2 kanonische Lösungen 
4,8%)... 4,8) und m), ..., 447-1) entsprechen. Ist dann 
a; eine den Wulzellsa 0 en dur, so ’gült 


3) dk +3, „a reed, 
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Die periodischen Funktionen x, „(«) werden dabei durch die Formel 
a) 2, = 


p = (8) 7%) 
A \} a dt u "it \ 
1-1 


Verrie-e) _ 1 Sr (eri@-a) _ 1) j I ie m) 


gegeben, wobei m, gleich der Anzahl der Wurzeln in derselben Gruppe 
wie «, nicht rechts von «, ist, jede Wurzel in ihrer Vielfachheit gezählt. 


Fig. 41. 


Da die Lösungen analytische Funktionen in x und ß sind, besteht die 
Formel (37) nicht nur unter den zu ihrer Herleitung gemachten ein- 
schränkenden Voraussetzungen, sondern allgemein für alle # und alle 
nichtsingulären x. Die periodischen Funktionen , (x) sind also mero- 
morfe Funktionen von x, und zwar rationale Funktionen von e?"i= mit 
Polen in den Punkten 


0. loc (et, 2... B). 


Die Bestimmung der Konstanten a,b, ..., m ist für spezielle 
Gleichungen auf diesem Wege zuweilen ziemlich einfach. Um sie 
allgemein zu bekommen, ziehen wir jedoch ein anderes Verfahren vor. 
Der Übersichtlichkeit halber wollen wir dabei nur die beiden äußersten 
möglichen Fälle behandeln, daß nämlich die Wurzeln der charak- 
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teristischen Gleichung entweder alle verschieden sind oder sämtlich 
im Punkte {= 1 zusammenfallen und dieser ein Punkt der Bestimmt- 
heit ist. Der zweite Fall liegt bei der Gleichung (2) aus $1 vor. 
Wir schreiben die Gleichungen (36) für 2z;e +1,02 -+2,...,xtn—1 
hin und lösen sie nach den 7, ,(®) auf. Bezeichnen wir wie in 
Kapitel 10, $1 mit D(x) die Determinante des ersten kanonischen 
Systems und weiter mit D,,(«) die Determinante, die aus D(«) ent- 
steht, wenn man u,(x) durch u,(x) ersetzt, so ergibt sich 


D, sC ) 
on a 


Nun müssen wir zunächst den Wert der Determinante D(x) er- 
mitteln. Bereits in Kapitel 10, $ 1, Formel (8*) haben wir aus der 
Differenzengleichung 


De+1)-(- 1 22 D@), 


wobei 


n Do (&) @—- 0). @-%) 
u a en 


und a das Produkt der Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
ist, den Ausdruck 


I(&—c,)-:-- I (x —«,) 
ET ei 


(39) D(x) = a* 


gefunden. Es kommt also nur noch auf die Ermittlung der perio- 
dischen Funktion z(x) an. Nun seien erstens alle Wurzeln der cha- 
rakteristischen Gleichung verschieden. Tragen wir dann bio > NR («,) 
in D(x) die Entwicklungen (29) ein, so erhalten wir unter Berück- 
sichtigung der Limesrelationen (31) die Gleichung 


Die) dir ua en AN AN An le). 


Dabei bedeutet »(x) eine Funktion, die für |x | — oo gegen die Deter- 
minante 


1 1 Te T 
a, SEE — // (a, — a,) Sl) 
ER ERROR N i nr 
I ,n—-1 _n-L Nn— wael.N 
A a EAN 


strebt. Durch Vergleich finden wir daher für die periodische Funk- 
tion a(x) den Ausdruck 


T(«-y+n---T«@-y+m [1\fıt thatn AN. AM 
BE TEE in Ba Ten 
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Um das asymptotische Verhalten der ersten beiden Faktoren zu 
untersuchen, denken wir an die Fuchssche Relation für lineare Dif- 
ferentialgleichungen. Wenn eine Differentialgleichung p-ter Ordnung 
der Fuchsschen Klasse außer dem Unendlichkeitspunkt noch im End- 
lichen (n-+1) singuläre Stellen der Bestimmtheit hat und 


EEE ER Ag,1> +: 40,p5 A212: > A,p 


die Wurzeln der entsprechenden determinierenden Gleichungen sind, 
dann gilt bekanntlich 


n 
—1 
DRITT Di False: nn = 
i=0 s=1 
In unserem Falle nimmt diese Fuchssche Relation die Gestalt 
N 


y7 pp$-1 $-1)(#—-2) 
iR, + 20.-0)- 2 


an. Daher konvergiert der Ausdruck 


T@-yn+9M--- T@-%»+n) ( 1 \A+ "4 Höntn 
T«@—-a)---I(c<—-o,) 


%,/ 


für |x|— oo gegen 1. Die periodische Funktion x (x) strebt also für 
|x|— © einer festen Grenze zu. Sie muß daher gleich einer Kon- 
stanten sein, und zwar gleich 


(40) n(e)= AN --- Al] (a, — a,). 
i>s 
1,4=1,..,0 
Jetzt nehmen wir zweitens an, daß alle Wurzeln RELT 8 der 


charakteristischen Gleichung gleich 1 und außerdem die ß nicht um 
ganze Zahlen unterschieden sind. Wir schreiben D(x) als Differenzen- 
determinante und tragen die Entwicklungen (12) ein, in denen wir 
die Differenzen bequem bilden können. Indem wir nachher wieder die 
Fuchssche Relation berücksichtigen, gelangen wir schließlich zu der 
gewünschten Gleichung 


n(n—1) { 
er AND... 4, m ; 
41 al DT =}. 
(41) a) = ( ) ’-9--ICHh EIR ß,) 
s=l, ...,N 
174. Nach (38) und (39) sind die Funktionen 7, ,(&) meromorfe 


Funktionen von & mit Polen in den Punkten 


wyEL NER... EEE De yr 
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Um sie vollständig zu bestimmen, genügt es, da sie periodisch 
sind, ihr Verhalten auf senkrechten Geraden zu untersuchen. Zunächst 
betrachten wir den einfacheren Fall, daß A | 
ist und die $ sich nicht um ganze Zahlen (einschließlich O0) unter- 
scheiden. Benützen wir dann für den Zähler in (38) die Entwicklungen 
(12) und (13), so erhalten wir für das asymptotische Verhalten auf 
senkrechten Geraden die Beziehungen 


lm zP;-%, 7, ,(%) —ö-für j=es 


|» 
und 
(42) im a,@=1, 
n. im net. 


Wenn X (ß, — ß,) > 0 ist, genügt dieses Ergebnis bereits. Andern- 
falls können wir mit Hilfe der Relationen zwischen den Zahlen A und A 


(42**) lim x« 7; ,(%) — 0 ir ıy+s und.» >0 


|» 


schließen. Auf jeden Fall streben die Funktionen 7, ,(®) in einem 
senkrechten Streifen von der Breite 1 Grenzwerten zu. Nach einem 
bekannten Satze über eindeutige periodische meromorfe Funktionen, 
bei denen dies der Fall ist, folgt also, daß die z,,(x) rationale Funk- 
tionen von e?”i=, somit von der Form 


(43) 7, (z)=.E 


2 (8) (8) (8) 
5 U 2,1 | Bit Den. u ie e 
j 2rilt—y j 2ri(s—y,) ö Yrila- m 
te wizy) _1 (e } —)2 a Ye) q 


sein müssen, wobei m, die Ordnung des Pols y, bedeutet und 


fi fürs=jJ, 
| (0) Ins 


ist. Die Konstanten a,b,...,m lassen sich, wie man aus den Be- 
ziehungen (42*) und (42**) entnimmt, mit Hilfe der Gleichungen 


. $ 8 m 8 he 1 (s Er j) 
a) DI-P +4 Nm] (s+)) 


t=1 


ermitteln. 
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175. Wenn alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung ver- 
schieden sind, setzen wir die linearen Relationen (36) mit gering- 
fügiger Änderung der Bezeichnungen in der Form 


ji-1 n 
n,(®) or eaie Dr, „(2 u, (®) er Da,.@) u,(z) 
s=i 3=j 


an. Durch ähnliche Schlußfolgerungen gewinnen wir hierbei die Glei- 
chungen 


lim z,,@)=1, lim n, ‚(x) = e?”*#;, 
T>- .2 z>+»2 
und für s#j 
lim az. (2) =; lim erizyz ‚„@)=0; 
T>—- a0 ” j z>7r0© 


wir können also schließen, daß N; ; (x) von der Form (43) ist und daß 
die Beziehung (43*) noch für s—j, aber im allgemeinen nicht mehr 
für s=#7 besteht. 

Wenn mehrfache Wurzeln vorkommen, diese jedoch Punkte der 
Bestimmtheit der Differentialgleichung (21) sind, also etwa 


ENTF Hz 


und /, einer der zugehörigen Exponenten ist, so bekommen wir als 
lineare Relationen zwischen den beiden kanonischen Lösungssystemen 


i—i1 


(44) n,(@)= 7, ,@)u,(@)+e=i: Da, ()u,(e), 


s=s s= . 


worin N; 5 (x) die Gestalt (43) hat. Dies läßt sich schon nach (37) 
absehen. Wenn das zu ß, gehörige Integral der Differentialgleichung 
keinen Logarithmus enthält, bleibt die Relation (43*) für 


Seat, 


also insbesondere für s—=7, in Kraft, aber nicht für andere s. 


176. Für die explizite Angabe der Konstanten a,b,...,m inder 
Gleichung (43) beschränken wir uns der Einfachheit halber auf den Fall, 
daß alle Pole einfach sind, also b = .-- = m = O ist. Multiplizieren wir 
die Gleichung (44) mit 2—y,+g9(g=0,1,...,n—1) und lassen 
wir dann x nach y, — q gehen, so erhalten wir » Gleichungen, in 
denen auf der einen Seite die Residuen R,, von u, ;(®) im Punkte y, 
auftreten. Diese Gleichungen lassen sich an bequemsten auflösen, 
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wenn wir die Multiplikatoren w(x®) der aus (1) durch Division mit 
p,„(x) entstehenden Differenzengleichung 


n—i 


u&@+n)+ 2 ee u +)=0 
einführen. Dann ergibt sich 
= i a — m Ru, 07 Fr N) er "ir Sn, 


wobei 


N für 3.22 7% 
es le: fürs 77. 


ist. Zusammenfassend können wir sagen: 


Zwischen den Funktionen der beiden kanonischen Lösungssysteme 
bestehen die linearen Relationen (44) mit periodischen Koeffizienten 7; 9) 
aus (43), die rationale Funktionen von e?*t® sind. Im Falle einfacher 
Pole sind die Konstanten, welche in die n,,(x) eingehen, nach (45): 

1. die Wurzeln y,, ---; y,„ der nr d, (e —n)=0, welche die 
Lagesder Pole y,y, 41,7% @ 21 2 02. N) festlegen, 

2. die Residuen der kanonischen Lösungen u,(x) in den 
Punkten y,;, 


3. die Werte der Multiplikatoren der Differenzengleichung in den 
Punkten y;,— n. 


84. Verhalten der kanonischen Lösungen bei Annäherung 
an den unendlich fernen Punkt. 


177. Die soeben besprochenen linearen Relationen zwischen den 
beiden kanonischen Lösungssystemen setzen uns in den Stand, das 
Verhalten der Funktionen ı, (x) und u,(x) in der Umgebung des un- 
endlich fernen Punktes, des einzigen wesentlich singulären Punktes 
dieser Funktionen, zu studieren. Wir können nämlich asymptotische 
Relationen nicht nur, wie in $ 2, auf Radienvektoren mit 


Ye Kor << bw. N 
= =3 2. = 7% 
wenn also der reelle Teil von x größer bzw. kleiner bleibt als eine 
feste Zahl, sondern allgemein auf beliebigen Radienvektoren mit Aus- 
nahme je einer einzigen singulären Richtung angeben. Um z.B. die 
Funktion u, (x) auf einem Radiusvektor zu verfolgen, der einen spitzen 
Winkel mit der positiven reellen Achse bildet, brauchen wir nur die 


Nörlund, Differenzenrechnung. 22 
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Beziehung (44) heranzuziehen, in diese, nachdem o größer als R(«,) 
geworden ist, die alsdann möglichen konvergenten Entwicklungen (29) 
einzutragen und das asymptotische Verhalten der periodischen Funk- 
tionen ı,, (x) zu berücksichtigen. 

Nun strebt, wie aus (43) sofort hervorgeht, für 


— gt e<zarce<z er Be 


die Funktion x, ‚(x) nach 1, während bei s==j die Produkte e?”'* 7, (x) 
nach je einem endlichen und im allgemeinen von Null verschiedenen 
Grenzwerte konvergieren, also die Funktionen n,,(z) für s#j 
schneller als jede Potenz von x nach Null abnehmen. Wenn anderer- 
seits e<arcz<n-—e ist, nähern sich die Funktionen n,,(%) für 
s=1,2,..,1—-1,1+l, i+1l-1,...,n je einem endlichen und im 
allgemeinen von Null verschiedenen Grenzwerte, für s=t,1+1,..., 
7—1,j-+1,...,7+1-— 1 hingegen nehmen die Funktionen n7,,(%) 
schneller als jede Potenz von x nach Null ab, weil gemäß der als- 
dann gültigen Relation (43*) die Beziehung 


lm e-2=iz T;, (x) = konst. 
|2|>» x 


besteht. Schließlich wird, auch nach (43*) 


lim 7; ;®) — e?riß,, 
el» 


In der Gleichung (44) sind also die Glieder mit 
RW) MR) rl) le) 


sowohl für na +e<are <—e als auch für e<arce<n-—e 
ohne Einfluß auf den asymptotischen Wert von u,(x), weil sie alle 
denselben Faktor a; haben wie das Glied mit u; (x) und viel schneller 
als dieses Glied abnehmen. Diese Tatsache lehrt z. B. für die in 
$ 1 untersuchte Gleichung, bei der alle Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung in einem Punkte zusammenfallen, sofort das Bestehen der 
Relationen 


Kai Tee (-a+r<are< in); 
ao 

lim “(®) errip Be 
|«]>» u) E< —ZErnE) 


Wenn also kein P und keine Differenz zwischen den ß eine ganze Zahl. 
ist, gelten die Limesrelationen (14) und (15) aus $1 nicht nur in den früher 
angegebenen Winkelräumen, sondern sogar für — n +e<are än—e 
bzw. An tHe<arca<—e (£>0), und, wenn allgemeiner ß; 
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einer Wurzelgruppe angehört, hat man bei passendem qg gleichmäßig 
fo’ za eZarcı< ne 
lm „2 = konst, 
«|» log? es) 
x 


Dieses Ergebnis ist sehr interessant, es zeigt, daß die meromorfen 
Funktionen u,(x) und u,(x) aus $ 1 in ihrer Art besonders einfach sind. 

Im allgemeinen Falle verschiedener Wurzeln können immer zwei 
Ausdrücke von der Form 


Sharan! 
$ 


mit konstanten k, und nen q, derart gebildet werden, daß der 


eine im Winkelraum e<arcx < und der andere im Winkelraum 


— 5 <arcx < —e(e>0) die Funktion u, (x) asymptotisch darstellt; 


die Arkus der a, müssen in beiden har RareEn möglicherweise ver- 
schieden gewählt werden. 

Die Richtung der positiven reellen Achse ist hingegen eine singu- 
läre Richtung. Es gibt keinen Ausdruck der Gestalt 

1 
("time 

der 4,(x) asymptotisch darstellt, wenn x parallel der positiven reellen 
Achse ins Unendliche wandert. (Mit Hilfe der Gleichung (44) können 
wir indes auch in diesem Falle das Verhalten der u,(x) ermitteln.) Für 
die u, (x) lassen sich Betrachtungen derselben Art anstellen; bei ihnen 
wird eine singuläre Richtung durch die negative reelle Achse geliefert. 

Die Umgebung des unendlich fernen Punktes zerfällt also in eine 
endliche Anzahl von Winkelräumen. Der eine von ihnen hat eine 
Öffnung größer als x. Innerhalb dieses Winkelraums gilt die asym- 
ptotische Beziehung (35), und im Inneren der anderen Winkelräume (bis 
auf einen beliebig schmalen Winkelraum um die positive bzw. negative 
reelle Achse) besteht je eine entsprechende asymptotische Beziehung, 
nur mit anderen Konstanten a,ß,r und K. 


85. Andere als normale Differenzengleichungen. 


178. In$ 2 hatten wir den Fall ausgeschlossen, daß die charakte- 
ristische Gleichung eine mehrfache Wurzel a aufweist, welche ein 


Punkt der Unbestimmtheit der Differentialgleichung (21) ist. Jetzt 
22* 
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wollen wir auf diese Möglichkeit eingehen. Die Differentialgleichung 

(21) hat dann in der Umgebung des Punktes t=a eine Lösung 
(ax); 

in der y(f) eine Laurentsche Reihe in (?— a) ist. Durch Zerlegung 

des Integrals (27) in zwei Teile entsprechend den nichtnegativen und 

den negativen Potenzen von (t— a) in x(f) finden wir hiernach eine 

Lösung der Differenzengleichung (1) von der Form 


= "(cz +oß+)---(+-wß+ro) 
we (x +B) --- (e+ß—») 
at BED: (B=») 


=0 


-T@) 
ee 


ulx)= art? 


Dabei ist die erste Reihe für > R(«,) und genügend großes 
positives &, die zweite hingegen beständig konvergent. Zieht man 
die in Kapitel 8, $ 5 angegebenen Eigenschaften der Newtonschen 
Reihe heran, so bekommt man aus der letzten Entwicklung Aufschlüsse 
über das asymptotische Verhalten der Lösungen. 

Weitergehende Untersuchungen in dieser Richtung hat Galbrun [3] 
angestellt. Er stützt sich dabei auf ein Verfahren, welches er [1,2] zur 
Behandlung der Differenzengleichung (1) für den Fall ausgebildet hat, 
daß die Differentialgleichung (21) zur Fuchsschen Klasse gehört. Bei 
diesem Verfahren betrachtet er ebenfalls das Laplacesche Integral, 
benutzt aber einen anderen Integrationsweg als wir und entwickelt 
die Lösungen in divergente, im Sinne von Poincar€E asymptotische 
Potenzreihen. Im vorliegenden Falle des Auftretens von Unbestimmt- 
heitsstellen verwendet Galbrun die Poincareschen Methoden zum 
Studium linearer Differentialgleichungen in der Umgebung eines 
Punktes der Unbestimmtheit. So kommt er unter anderem schließlich 
zu folgendem Ergebnis. 

Es sei a—= oe"! die einzige mehrfache Wurzel, und zwar eine 
Doppelwurzel der charakteristischen Gleichung (22) und ein Punkt 
der Unbestimmtheit der Differentialgleichung .(21. Man markiere 
(Fig. 42) in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Punkte a’ 
und a’ mit den Koordinaten loge und — £ bzw. — (Ü+2xn), ferner 
die Punkte a, mit den Koordinaten logo, und —L[, für diejenigen 
unter den Wurzeln a, = o, e‘°s der charakteristischen Gleichung, deren 
Betrag _ nicht übersteigt. Die so markierten Punkte umspanne man 
mit einem nach links konvexen ERS ENENE, Seine Ecken seien außer 
a und a”, von a an ee, ara, atsihnen entsprechen die 
singulären Stellen af, af,...,a*. Die Senkrechten der ersten Strecken 


day, ar’ a$’,... bilden mit der positiven reellen Achse Winkel mi 
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. IT s 
Ma, ... zwischen 2 und z, die auf den letzten Strecken a”’a*’, 
xı_x1 . . IT . 
ae Winkel ui, fr, 2.. zwischen — er und —s. Ferner seien 
* * * . Are ° 
pi, P2, :--, fr die Wurzeln der determinierenden Gleichungen zu 


* % 3 .. * . .. .. . 
a},43,...,a, für die nichtregulären Lösungen, u eine reelle Zahl, 


1 17 


u 


04 
Fig. 42. 


die auch Wurzel einer gewissen determinierenden Gleichung ist, und 
k eine gewisse Konstante. Dann gibt es eine Lösung u(x) der 
Differenzengleichung (1), die folgende asymptotische Eigenschaften 
hat. In den Winkelräumen e<arcez <u, und u,,, <arcz <—&, 


. => PLZ 7 . 
also insbesondere für e <arcx < 2, und — 5 <arcm < — e, ist 
. U\X 
im — en 2 — konst., 
Il ee 
arte (I) 2 de kya 
\x 


En ZBRE — konst 
DEZEETZERGE 
N 
usw., im Winkelraum u, <arceı <u,,1 
um, — An — konst 
||» 7 A 
£ x 


usw. Die erste von diesen Relationen gilt auch noch für —e<arex<e, 
wofern x in endlichem Abstande von den Polen der Lösung ins 
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Unendliche wandert, eine Einschränkung, die fortfällt, falls sich die Pole 
von u(x) nach rechts gar nicht bis ins Unendliche erstrecken. 


179. Wenn in der Differenzengleichung (1) der erste und letzte 
Koeffizient nicht denselben Grad haben, gelingt es doch zuweilen, sie 
auf eine normale Differenzengleichung zurückzuführen. Liegen z. B., 


Fig. 43. Fig. 44. 


wenn man in ein rechtwinkliges Koordinatensystem die Punkte 
i, d, für i=0,1,..., n einzeichnet (Fig. 43 und 44), die Zwischen- 
punkte 3, p, für :=1, 2,...,n— 1 nicht oberhalb der Verbindungs- 
geraden der Punkte O0, $, und n,p, und ist ferner $,=p,(modn), 
so läßt sich durch die Transformation 


u(z)=I"(x)w(s) mit g= fu—Er 


eine normale Differenzengleichung herstellen. Die Gleichung (1) geht 
nämlich durch die Transformation über in 


ZrWlee+n@+i- Ne +0. 


In gewissen anderen Fällen vermag man ein ganzzahliges q 
wenigstens so zu bestimmen, daß durch diese Transformation irgend 
zwei der Koeffizienten (wenn auch nicht der erste und letzte) denselben 
Grad bekommen, während die anderen Koeffizienten einen niedrigeren 
Grad erhalten. Auf die transformierte Gleichung ist dann die Laplacesche 
Transformation anwendbar. Es bedarf jedoch noch weiterer Unter- 


suchungen, um die Behandlung nicht normaler Gleichungen zum Ab- 
schluß zu bringen. 
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86. Auflösung einiger spezieller Differenzengleichungen. 


180. Zunächst betrachten wir eine normale Differenzengleichung 
mit linearen Koeffizienten, etwa 


(46) Llat+b@+lu@+)=0, 


in der db), =1 und b,+0 sein möge. Hier lautet die Differential- 
gleichung (21) 


n N 
tu (d) Sbst Hol) dot — 0 
i=0 i=0 
oder 
ve) 5, _ fo | Pu 
v(E) TEN ET Shen ta, 
wenn wir mit qa,,4,,...-,a, die Wurzeln der charakteristischen 


n 
Gleichung Sb,t?=0 bezeichnen. Sind sie alle verschieden und die 
i=0 
Zahlen ß,, az, --., ö, keine nichtnegativen ganzen Zahlen, so liefern für 


(a7) 2) = tR(t- a)(t— af. -(t— a,) 
die Integrale 


u,(x) — [ernpdi, u,(@) = JSirtv()at 


Ls 
die beiden kanonischen Lösungssysteme in den Halbebenen 
SHRA)>O bw OHR tr th)<0. 


Für das asymptotische Verhalten der Funktionen u,(x) und u, (x) 
findet man bei konstanten k, zunächst die Gleichungen 


im aa u (a) = en “ 
Me rauen: „Sara <y 
lim a, "au (= k;, Be <arcı on, 
|z2|>» = = Zu =a 2 


Durch die zu Beginn von $ 3 beschriebenen Abänderungen der 
Integrationswege können für unsere spezielle Gleichung (46) die linearen 
Relationen zwischen den beiden kanonischen Systemen leicht explizit 
aufgestellt werden. Bedeutet wie früher /,* eine von a, ausgehende 
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und den Nullpunkt umschlingende Schleife, so gilt 
e?7ihs | 


u,@) = ann v(d)dt, 


e 
Pe 


und durch Deformation von 1,* ergeben sich die Gleichungen 


(48) u, 0) = u,(®) 


sin rc TER de e f 
en #(& an eri@tbotBl[u (X) + u 41) ++ %,@)] 
an en ae [%, () Fr Us («) + . + ._ (2)]; 


mit deren Hilfe wir das Verhalten von u, (x) bei beliebiger Annäherung 
an den unendlich fernen Punkt untersuchen können. 
Da das Integral über /* eine ganze Funktion von x ist, die für 


positiv ganzzahlige Werte von x —+ ß, verschwindet, sind u, (2), -. ., #,(&) 
meromorfe Funktionen von x mit einfachen Polen in den Punkten 
— Br — Bob — Po 2;---- Ähnlich sind auch u, (x), .-., u, (x) 


meromorfe Funktionen von x mit einfachen Polen in den Punkten 
B+h-+:+Pß,+s (s=0, 1, 2,...): 

Wenn ß,(t2s) eine nichtnegative ganze Zahl ist, verschwindet 
das Schleifenintegral über /,. Um dann eine Lösung zu erhalten, 
können wir /, durch die Strecke O...1 ersetzen. In der linearen Re- 
lation zwischen u, (x) und u, (&),..., u, (=) fällt in diesem Falle das 
Glied u,(x) fort. 


181. Für die kanonischen Lösungen u, (x) und u, (x) bilden die 
Richtungen der negativen bzw. positiven reellen Achse je eine singu- 
läre Richtung. Wir können jedoch lineare 
Verbindungen von ihnen angeben, die 
keine singuläre Richtung besitzen. Dazu 
legen wir von einem beliebigen Punkte C 
aus in positivem Sinne durchlaufene Schlei- 


fen e,,£,,...,e, um die Punkte 5945, 


(Fig. 45) und bezeichnen mit e,' die in 
negativem Sinne durchlaufene Schleife e_, 
mit (s) das Integral ev dt längs e,, 
mit (s— 1,s) dasselbe Integral längs 
&s-1%, 6,16, . Dieses letzte Integral 
(s — 1, s) ist eine Lösung der Differenzen- 
gleichung (46), weil #*-1v(f) nach den 
beiden aufeinanderfolgenden Umläufen zu seinem Ausgangswert zurück- 
kehrt, und zwar eine ganze transzendente Lösung. Aus 
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s—-1,9)=(1- etriß)(s — 1) — (1 ettößs-ı) (s) 
erhalten wir, wenn wir C nach O oder oo wandern lassen, 
(s ie s) = e?nißs-ı (1 BR e?rißs) RE (x) Br etrißs(1 je e?*ißs-ı) u, (0 
1,9) = (1 errit),_,(a) — errite(t — errihen)u,(), 


Da die Koeffizienten hierin keine periodischen Funktionen, sondern 
Konstanten sind, gibt es für die ganzen Lösungen (s—1,s) keine 
singuläre Richtung; man kann vielmehr auf allen Radienvektoren 
asymptotische Ausdrücke für (s — 1, s) ermitteln. Im ganzen existieren 
(n — 1) linear unabhängige Lösungen (1, 2) (2, 3),...,(n—1,n) von 
dieser Art. Allgemeiner läßt sich beweisen, daß eine normale 
Differenzengleichung, bei welcher p <n ist, (n — #) ganze Lösungen 
ohne singuläre Richtung besitzt. 


182. Hat die charakteristische Gleichung eine mehrfache, etwa 
l-fache Wurzel a, und ist diese zugleich (1 — 1)-fache Wurzel der 


N 
Gleichung Nc,2?—= 0, so besitzt die Gleichung (46) die Lösungen 
i=0 


= % 2 ,%T a ,% 
7 2 A ER Re ER 


welche zusammen mit den übrigen Lösungen ein Fundamentalsystem 
n 
liefern. Ist hingegen a, nicht (1— 1)-fache Wurzel von Ne,t!=0, 
i=0 
etwa überhaupt nicht Wurzel dieser Gleichung, so ist die Differenzen- 
gleichung (46) nicht mehr normal. Dann ist v(f) von der Form 


A 


+ 
v(t) —- tßo (t en a,)Pı el a)fse‘” As 


und .die Schleifen ],,..., 2, liefern nur so 
viele linear unabhängige Lösungen, wie 
es verschiedene Wurzeln der charakteristi- 
schen Gleichung gibt. Zu ihnen kann man 
folgendermaßen (1 — 1) neue linear unab- 
hängige Lösungen hinzugewinnen. Man 
teile (Fig. 46) die Umgebung des Punktes a, 
in 2 (1 — 1) Sektoren I, II, III, IV,... derart, 
daß bei Annäherung an a, in den Sek- 
toren I,III,... die Funktion v,(t) nach 0, 
in II, IV,... hingegen nach x strebt, und 
nehme als Integrationslinien Wege, die in I, III,... von a, ausgehen, 
durch I,IV,... hindurchlaufen und in III, V,.... nach a, zurückkehren. 
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183. Als weiteres Beispiel wollen wir die Differenzengleichung 
2. Ordnung 
(49) &— a +) —P+2)u(l+ 2) 

- [ße +ß+y+V)@+1)+2@+ 1)(& + 2j]u(® + 1) 

+2 —-y+1)u(r)=0 
untersuchen. Hier wird die Differentialgleichung (21) die Gaußsche 
Differentialgleichung 
ad") +R la tR+ NN - eBr 0, 
die in der Umgebung der Stelle {= 1 die beiden Lösungen 
F(,ß,a+ß—-y+1,1-0) 


und 
(1 - re #Fry—o,y—B y-ea-Br1,1-) 


hat, wobei F(«, ß,y,x) wie üblich die hypergeometrische Reihe bedeutet. 
Für die kanonischen Lösungen u,(x) und u,(x) finden wir die 
Darstellungen 


BEN &(a+1)---(e+s)BB+V)---(B+s) 
“(= x | Pan teren En CEY ESESTOEIEREHETER 
u, (2) = EN ; 
T(&) Tr Gear Er 
T@-a—-ß+r-+]) een 


in denen die Reihen für o > R(y — 1) konvergieren. Unter Beachtung 


der Formel 
Ty)T%—-a«-Bß) 
Flle: 8 DE 
a ey are 
kann ,(x) auch in der Gestalt 


%, (a) Di T&@T(&-r+)) 


T@-$+DT@-e+1) 


geschrieben werden. Benützen wir für v(f) die Entwicklungen in der 
Umgebung des Punktes {= 0 


F(a, ß, y, t) 


trFlae—y+1,ßBß—y+1,2—y,0), 


so erhalten wir zwei Lösungen 


und 


1.29 el Nesslars hl Dita) 
4; (®) % | 2 (s+V)! +1). (+8) x+s+1’ 
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1 
Reken 


Ta yEly-WeyEByrl)(By4s) 1 
ar s!(2—-y)---(s+1-y) z-yt£s41? 


wobei die Partialbruchreihen für R(y ug ß) > — hl eloxienlll Alm 


Endlichen außer in den Polen konvergieren. 
‘ Ferner genügen auch die Funktionen 


T() 3 WM @-htN) _ (e-0] 
le or er he 2 1) en: 


Fach ge eat) (aß 
u, (&) ne Di 1) (B=&+1):.--(B zer, 


s=0 


der Differenzengleichung. Dabei ist o > R(y — 1) vorausgesetzt. 
Die Lösungen des zweiten kanonischen Systems sind 


iur ep 
«(e+l)-- .e er er) 
rn m @+Pß s+1)(@&—e)(e —- a —1)-:--(«&—-a@—s—1)’ 


+ _ T(e-2)T(-») 
N area 


und hängen mit den Lösungen u, (x) und u,(x) des ersten kanoni- 
schen Systems durch die linearen Relationen 


®T(l+a+B-y) 1, (0) 
u) =) ZT TA HB TUFe—n) na) sinn@ß)” 


= sinzxzsinz(c+1-y) 
% ) = sinz (— «) sina (x— ß) 4%) 


zusammen. 

u,(&) und u,(x) sind meromorfe Funktionen mit einfachen Polen 
mol 2 0 y2ln-9, y3,..... Ebenso sind u, (x) 
und %,(x) meromorf; die Pole liegen in «, «+1, @+2,...; 8, +1, 
ß--2, .... Bei Annäherung ans Unendliche gilt gleichmäßig für 


— n+te<arce<n—e (e>0) 


imzu(2)=1, 
|2]>» 


Bere Du) = Ti 
lz|>» 


(52) 
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Für solche Differenzengleichungen wie die eben behandelte, 
welche mit der hypergeometrischen Funktion im Zusammenhang stehen, 
lassen sich viele schöne Einzeluntersuchungen durchführen. Später 
werden wir noch mehrmals auf derartige Gleichungen zurückkommen 
(Kap. 12, $ 7; Kap. 13, $ 3). 


184. Bei gewissen Gleichungen kann die Auflösung durch eine 
geeignete Integraltransformation auf die Auflösung einer einfacheren 
Differenzengleichung zurückgeführt werden. So ist es z. B. bei der 
Gleichung 


2 ats i Br TR Be 9 
(0) (57) AO@Ard- Na) AR@AuL), 
i=0 ax i=0 

welche in Analogie zur Pochhammerschen Differentialgleichung!) steht 
und ein Sonderfall der Gleichung (2) ist. In ihr bedeutet Q (x) ein Polynom 
in x vom »-ten Grade, R(x) ein Polynom von niedrigerem als n-tem 
Grade, beide mit höchstem Koeffizienten 1, und & einen von x unabhän- 
gigen Parameter. In Übereinstimmung mit Früherem bezeichnen wir mit 
& 3%, +.., &, die Wurzeln der Gleichung O(£-+n) = 0, mit y,; Yas ++ +5 ?u 
die Wurzeln der Gleichung O(c ++ n)=Rie+&+n—1) und 
versuchen den Ansatz 


1 I(tt—-—x-E£) 
zi)I(t—x-+]1) 


(51) u@)=; v(t) dt. 


Er liefert die Gleichung 


Pose DU LER 
 EH WOCHE tm RÜ+ n—1)]dt=0, 
die in 

Tt—-x—E+1 ri-a2—E 
FM rne)di= + Rn YpG—1)aı 


übergeht, wenn man v(f) als Lösung der Differenzengleichung 
1. Ordnung 


oeEtnel-QE+n- Net Y=Rl+n—i)o(l) 
bestimmt. Deren allgemeine Lösung lautet 
vd) Dlt)a(t), 


!) L. Pochhammer, Über hypergeometrische Funktionen n-ter Ordnung, 
J. veine angew. Math. 71,(1870), p. 316—352; vgl. auch C. Jordan, Cours d’Ana- 
Iyse 3, 3. Aufl. Paris 1915, p. 251—263. 


$ 6. Auflösung einiger spezieller Differenzengleichungen. 349 


wenn wir unter z(f) eine willkürliche periodische Funktion und unter 
®(t) die ganze Funktion 


BO-LFU +) TH TU -H TEN] 


verstehen. Nun wählen wir für z(f) speziell die Funktion 
xe 


% TilE+Ys-—t) 
= 
n,(t) sinz(&E+y,—t)’ 


wodurch v(f) eine meromorfe Funktion mit Polen in &-+ 2 
&+y,+1,... wird. Ist keine der Differenzen zwischen den Zahlen 
Y> Has. ..y, eine ganze Zahl und“ 
nicht auf der Halbgeraden durch 
die Punkte y,,y, -F1,... gelegen, 
so wird der Gleichung (52) genügt, Fig. 47. 

d.h. ıhre linke Seite bleibt unverän- 

dert, wenn man £ durch £—1 ersetzt, falls wir als Integrationsweg die 
aus Fig. 47 ersichtliche Schleife nehmen. Hierbei ist freilich noch die 
Konvergenz des Integrals (51) notwendig. Setzen wir 


a ar 


so ist sie für R(x)< 0 vorhanden. Unter dieser Bedingung stellt 
also das Integral (51) eine Lösung der Gleichung (50) dar, welche 
für alle nicht auf der Halbgeraden durch y,,y,+1,... gelegenen x 
regulär und zudem im allgemeinen nicht identisch Null ist (wir 
kommen hierauf noch zu sprechen). Geben wir s nacheinander die 
Werte 1,2,..., n, so erhalten wir ein Fundamentalsystem von Lösungen. 

Wenn eine oder mehrere der Differenzen zwischen den y,,...,y, 
ganze Zahlen sind, fassen wir, ähnlich wie früher, die kongruenten y, 
in eine Gruppe zusammen, ordnen sie in dieser nach absteigendem 
Realteil und schreiben sie entsprechend ihrer Vielfachheit auf. Es sei 


Yo Ys+l> ---> Ys+g eine solche Gruppe mit 
RY)ERYH)Z ZZ Rlystl- 
Bei y, bleibt alles wie bisher. Die auf dem alten Wege SUE Yo erg 


erhaltenen Lösungen hingegen unterscheiden sich von der für y, nur 
um konstante Faktoren. Wohl aber kommen wir zu einem Funda- 
mentalsystem, wenn wir 


nerilätrs-%) ee) 


Ys+i (f) 2,5 VERS een Tr sina(&+y4—D 


RR) 


wählen. Auch hier sind die entstehenden Integrale bei R(x) < 0 für 
alle Werte von x außer auf der Halbgeraden durch die Punkte 
YaYst 1; reguläre Lösungen der Gleichung (50). 


(53) 
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Vermöge Auflösung der in die Gestalt (1) gebrachten Differenzen- 
gleichung (50) nach u @+ n) erkennt man, daß die Lösungen 
(8); «u, a), da sie in einer gewissen Halbebene regulär sind, 
ehe Funktionen von x sind, und zwar u,(x) mit Polen in 
den Punkten y,,y,+1,.... Wenn kein y, einem anderen kongruent 
ist, sind die Pole sämtlich einfach. 


185. Ein zweites Fundamentalsystem von Lösungen z, (X), - - -, 4, (&) 
bekommen wir folgendermaßen. Wir teilen die Wurzeln «, in Gruppen, 
ZB, a en 


R(e,) zR (& +1) S.- S R (41 
setzen entsprechend diesen Wurzeln für = 0,1,...,7 


Re he a " E14 sinz(2 +8 —1) 
Ze 0) ze ©) sinz(t— «,) sinz(t—e,:;) sinz(z—1) 


1 a 
2ri) Ilt— 


ERROL 


Usfi (x) —= 


und nehmen als Integrationsweg die 
in Fig. 48 gezeichnete Schleife. Dann 


Fig. 48. liefert das Integral für R(x) < 0 eine 
in x meromorfe Lösung der Glei- 
chung (50) mit Polen in den Punkten @,«@, — 1,..... Berücksichtigen 


wir alle Wurzeln, so ergibt sich das gewünschte Fundamentalsystem. 

Die Lösungen beider Fundamentalsysteme lassen sich, wenn alle 
Pole einfach sind, leicht in Reihen entwickeln, und zwar in hyper- 
geometrische Reihen. Die Integrale sind nämlich die Residuensummen 
der, Integranden für y„ +&,, +&r1:: bzw. «, @.— 1... Mau 
findet zunächst 


oa 
Ar Tr vn TR <A) u +5- 4). - Pu t+5—anH+r) 
aD 1) T(E+y-a+r +) I (pn +r+1)-- Tyan tr +1) 


Dabei haben wir zur Abkürzung 


sinz(£ +97, — a) sinz(£+9,—«,) 
c, — E ...- m _ - 
7 AR 


gesetzt. Entsprechend wird 


[eo =] 
3,@) = 3, I (-ıyr DE=ut In +E=a4r) Tiatsmastn) 
U\cC)=C n _ n s 
A ) 2 ( MNx+E— 4 +1) I, —y+r+1).- I —a,+r+1) 


mit 
- __ _Snaß+n-a)  siun(+4y—a,) 
M 3 [1 : 
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Die Reihen sind bei R(x)< 0 für alle von den Polen y,y,+1,... 


bzw. @&, «,—1,... verschiedenen x konvergent. Sie enthalten nur 
endlich viele Glieder, wenn unter den &-+y,—e, oder &E+y, = 
=1,2,..., n) ganze nichtpositive Zahlen vorkommen. Dann sind 


u,(x) bzw. u, (x) rationale Funktionen von &, multipliziert mit Gamma- 
quotienten. Wenn andererseits z. B. y„t&-—.e, eine positive ganze 
Zahl ist, so ist v,(t) eine ganze Funktion von t, und «,(x) verschwin- 
det identisch. Dann gelangt man zu einer von Null verschiedenen 
Lösung, welche sich auch durch eine ähnlich wie (53) gebaute Reihe 


darstellen läßt, wenn man v,(f) noch mit multipliziert. 


IT 
sina (t— «;) 

Besonders interessante Sonderfälle bieten sich dar, wenn für 
Sl; 


Dr 
wird. Hierfür ist notwendig und hinreichend, daß das Polynom R (x) 
identisch verschwindet. In diesem Falle kann, wenn die a 


alle verschieden sind, ein Fundamentalsystem von Lösungen durch 
die Integrale 
ERBE E, dt ; 
AUkadrr T(<&+1) t-8<n):(d-8—yn) 


Ss 


gewonnen werden. Die Integrationskurve C, ist hierbei ein kleiner 
Kreis um den Punkt &+y,, der die anderen Pole& + y,,...E+Y, 
ausschließt. Wenn mehrere y zusammenfallen, gelangt man auf ähn- 
liche Weise zum Ziele. 

Beachtung verdient auch der Fall, daß E£ eine ganze Zahl ist. 
Für O>E> —n reduziert sich lediglich die Ordnung der Differenzen- 
gleichung. Für &< —n wird u(x) nach (51) ein Polynom in x. Bei 
positiv ganzzahligem &, etwa &= g, gibt es eine besonders bemerkens- 
werte Partikulärlösung. Dann bekommen wir nämlich aus (51), wenn 


wır 
A IN) DU ı 
Berger) era. oer 


wählen und als Integrationsweg eine die Punkte , x -+1,..,2-+4qg 
umschließende Kurve nehmen, welche keine Pole von v(f) im Inneren 
enthält, als Lösung den Ausdruck 


I(2-).:-.I (2 —.c,) | 
I(«—-n-qg+1)  T@-yn—g+l) 


a 
“=, A 


186. In ähnlicher Weise läßt sich die Gleichung 


n ii n i-l 
Aero Dart 
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in der Q(x) und R(x) die Polynome 
O)=-@-w au) @ 
R(@)= (8 — y)@ — 93) @— 92) 


bedeuten, in Angriff nehmen, wobei der Einfachheit halber die « und y 
verschieden und die Differenzen zwischen ihnen nicht ganz sein mögen. 
Der Ansatz 


1 v(t) 
2a HET aune 


führt, wenn man v(t) aus der Differenzengleichung 
AV) 
een Ra)? (?) 
bestimmt, zu der Bedingung 


v(t)Q a v(— 1)0(t—]) 
I(t— if I (t—x) e 


Sie ist erfüllt, wenn wir in 


SER FEED 
A en ee 


für die periodische Funktion z(f) die Funktion 


ze” i(t-y,) 
N) nz) 
Fig. 49. nehmen und über die aus Fig. 49 er- 


sichtliche Schleife integrieren, welche 
die Punkte y +1,y,+ 2,... umfaßt und die Pole @,, &,,..-, &, aus- 
schließt. Das so definierte Integral ist in der Halbebene 


os<Rw ++. +0, —n-'—7,) 


konvergent und stellt daselbst eine reguläre Lösung u,(x) der Glei- 
chung (54) dar. Diese Lösung läßt sich in der eben angegebenen 
Halbebene in die hypergeometrische (Fakultäten-) Reihe 


9 (x) ve \ T(y, —&% +4 M-aurtr)- Ty—on+r) 
s UTLDe —a+4r+) I, —pn en Hr). I (ya —yn+ Pr) 


entwickeln. Hieraus können wir insbesondere schließen, daß im Inneren 
der Halbebene 
lim I7’y,— + 2)u, (x) = konst. 
2]>» 
gilt. Wählen wir nacheinander s=1,2,...,n, so bekommen wir ein 
Fundamentalsystem von Lösungen. 


a nn nn ne u 
nn 2 a EEE EEE EEE EEE 


Zwölftes Kapitel. 


Homogene lineare Differenzengleichungen, 
deren Koeffizienten sich mit Hilfe von 
Fakultätenreihen ausdrücken lassen. 


187. Unter den Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten 
zeichnet sich, wie wir im vorigen Kapitel erkannt haben, eine spezielle 
Klasse durch besondere Einfachheit und Schönheit der Ergebnisse 
aus. Das sind die Gleichungen von der Form 


@) Olul= NW Au@)=0, 


bei denen die Koeffizienten O, (&),..., 0, (x) Polynome abnehmenden 
Grades sind. Q,(x) kann also, wenn wir den Grad von Q, (x) gleich n 
annehmen, in die Gestalt 


Ole Dr, ae 1)@ 2),.@ 5) 


s=0 


gebracht werden. Jetzt wollen wir uns mit Gleichungen beschäftigen [12], 
die durch eine naturgemäße Verallgemeinerung jener früheren Voraus- 
setzung über die Koeffizienten Q,(x) entstehen. Es soll nämlich bei 
:Q,(x) zu dem rechtsstehenden Polynom noch eine in einer gewissen 
Halbebene o > 4 konvergente Fakultätenreihe hinzutreten, Q,(x) somit 
von der Form 


$ ’ : S beits 
2) 9,@)= 2 bie 1) @—5)+ > x(<+1):--(£+s—1) 
s=]1 =() . 


$ 


sein. Übrigens kommt es auf dasselbe hinaus, wenn wir verlangen, 
daß das Produkt x°Q,(x) in einer gewissen Halbebene durch eine 
Fakultätenreihe wie im zweiten Gliede rechts darstellbar sein soll. 
Als wesentlich setzen wir zudem voraus, daß b,,0 ==.0 ist, 
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Die Gleichungen mit derart gebauten Koeffizienten bilden eine 
genau abgegrenzte Klasse von Differenzengleichungen. Für sie lassen 
sich viele unserer früheren Ergebnisse bei den Gleichungen mit ratio- 
nalen Koeffizienten wiedergewinnen. Die Methode hierzu besteht in der 
Anwendung von Fakultätenreihen und liefert insbesondere zugleich von 
neuem die Resultate für die Gleichungen mit rationalen Koeffizienten, 
und zwar auf einem der Differenzenrechnung angemesseneren Wege, 
als es die Heranziehung der Laplaceschen Transformation ist. Natür- 
lich haben wir dabei in ausgiebigem Maße auf die in Kapitel 9 be- 
sprochenen Tatsachen über Fakultätenreihen zurückzugreifen. 


81. Aufstellung einer der Differenzengleichung formal 
genügenden Fakultätenreihe. 


188. Zunächst wollen wir eine gewisse Normalform der Gleichung (1) 
herstellen. Heben wir in (2) rechts das Produkt (— 1)' (@—1)---@— 1) 
aus, so wird 

9) = (1) @ 1): (2 1)g,(«) 
mit 
(1° 3 a 
Si 7 = @-)@-i+1)- -@=i+s-1)' 


sa 


Mit Hilfe der Transformation (14) in Kapitel 9, $ 2 


= e. [ (o\ | ‚je+s-— 1 N 
(3) N N BET es letter E )a)s: 
Ol —re+lr oe), 0 | = (CH O)(@+e+1)..-@+ors) 


können wir g, (x) auch in die Gestalt 


(4) = Den 


bringen. Die Gleichung (1) nimmt dann die Form 
N 


(5) ou] = IN @-1): da) Au) = 0 


i=0 


an. Hierbei dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit noch 
g,(®)=1 voraussetzen. Wir können nämlich durch die bei & u(x) 
-1 


auftretende Fakultätenreihe dividieren und wegen b oF0 die auf- 
. .. * * ”, 
tretenden Quotienten von Fakultätenreihen wieder in Fakultätenreihen 
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entwickeln. Die so zustande kommende Gleichung (5) nennen wir 
die (erste) Normalform der Gleichung (1). 

Wenn die Funktionen &=°Q,(x) im Unendlichen regulär sind, gibt 
es noch eine zweite Normalform. Dann lassen sich nämlich in der 
aus (1) durch eine einfache Umformung entspringenden Gleichung 


ee Denen 0 


i=0 


die Funktionen g; («) durch Fakultätenreihen der Gestalt 


Su a, Ss 


(?) = I @-N)@-9-.--@=5 


darstellen. Dabei ist a, wo @;o- Wir können also immer erreichen, 
daB g,(@)=1 ist. Dann Dahn wir die Gleichung (6) als die 
zweite Normalform. Diese vermag man offenbar auch für gewisse 
Gleichungen (1) zu bekommen, bei denen die Koeffizienten Q,(x) 
nicht durch (2) gegeben sind und die erste Normalform nicht her- 
stellbar ist. Man braucht nur über die Koeffizienten g,(x) in (6) die 
Annahme (7) zu machen. 


189. Bleiben wir indes zunächst bei der ersten Normalform. Bei 
einer Differentialgleichung macht man, um ein Integral zu ermitteln, 
für die unbekannte Funktion den Ansatz x*P®(x), wobei ®(x) eine 
Potenzreihe bedeutet. Erinnern wir uns, daß die Potenz x“, wie in 
Kap. 10, $ 1 des näheren ausgeführt, im Grenzfalle einer Differential- 


gleichung aus dem Gammaquotienten er hervorgeht, so liegt es 
nahe, zu versuchen, ob man der Differenzengleichung (5) durch eine 


Reihe von der Form 


ak SER dy 1 Tl) 
2) 0 So aooen = T (@+0+») 


mit d,-=0 genügen kann. Hierbei haben wir nacheinander zwei 
Schritte auszuführen. Zunächst bestimmen wir in diesem Paragrafen 
die Größen d, derart, daß die Reihe (8) der Gleichung (5) formal 
genügt. Im nächsten Paragrafen erbringen wir dann den Beweis, dab 
die so gefundene Reihe ein gewisses Konvergenzgebiet besitzt und also 
wirklich eine Lösung definiert. 

Durch Eintragen der Reihe (8) in die Gleichung (5) finden wir 


=> ade ie 


23* 


356 Zwölftes Kapitel. Differenzengleichungen und Fakultätenreihen. 


Ta) |] 
es ist also bequem, zunächst den Ausdruck Or zu unter- 


suchen. Da 


BRNO) T() e(e+1)---+i-1) 


Are Terre Tee 


ist, ergibt sich 


RD ER 
OD Olrerol "Terasse +) @+i-Na@ 


Nun denken wir uns in 


b n 
(10) f& )= Le@+1)---@+i-1)&l) 
i=0 
für die g,(x) die Fakultätenreihen (4) eingesetzt. Dadurch entsteht 
eine Fakultätenreihe für f(x, 0). Wenden wir auf diese die Trans- 
formation (3) an, so kommt 


x f«(e) 
(10*) f® e) una, 
also 
= I («) = fs (@+») 
(11) QO|u (&)] ee Narren -(X+0e+r+s-—]) 
TI. I(z x 
Di = lager e+») 
y=0 95 a i 


{>} Tr | 
= Irre mlehle+n +4,_,f,@+r— 1) +... + 4,%(0)]- 


Die Reihe befriedigt daher formal die Differenzengleichung, wenn die 
Gleichungen 


d, f, (0) iz 0, ; 


d NN 
(12) Te (0) 0, 


d, fo (e -b v) + „fe + Y 1) Ba = d, f» (0) =, 
erfüllt sind. Aus ihnen hat man die Größen d, zu bestimmen. Da 


d, nach Voraussetzung von Null verschieden ist, muß nach der ersten 
Gleichung 0 eine Wurzel der determinierenden Gleichung 
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(13) HO)= I ase@ +. e+i-1)=0 


sein. Diese ist wegen 4,01 vom Grade n und liefert also n Werte 
von o, mit deren Hilfe 'sich ein Fundamentalsystem von Lösungen 
bilden läßt. Wenn sich die Wurzeln der determinierenden Gleichung 
nicht um ganze Zahlen unterscheiden, bietet die Ermittlung der Größen d,,, 
von denen die erste, also d,, willkürlich bleibt, gar keine Schwierig- 
keit, weil dann niemals einer der bei d, auftretenden Faktoren ver- 
schwindet. Aber auch dann, wenn unter den Wurzeln kongruente 
vorkommen, können wir durch geschickte Wahl von d, zum Ziele 
gelangen. Hierzu fassen wir kongruente Wurzeln in je eine Gruppe 
zusammen und betrachten o als eine komplexe Hilfsveränderliche, deren 
Variabilitätsgebiet & aus gewissen kleinen Umgebungen der Nullstellen 
von f,(o) besteht. Es sei N das Maximum der Wurzeldifferenzen in 
den einzelnen Gruppen, C(o) eine ganze Funktion, welche für die in 
Betracht kommenden o von Null verschieden ist. Nehmen wir dann 


12) 4=4e)=-hHe+tYAle+MD Ahle+N)C ce) 


so vermögen wir eine Folge von Funktionen d„=d,(o) =1,2,...) 
zu bestimmen, die für alle o in & den Gleichungen (12) genügen. 
Wir können also nicht nur für die Nullstellen von f, (0), sondern sogar 
für alle o in & eine Reihe der Form (8) bilden, welche die im all- 
gemeinen inhomogene Gleichung 


C 


(14) UTIO)EL ROTOR 


befriedigt. 


190. Bei der zweiten Normalform lassen sich ganz analoge Be- 
trachtungen anstellen. Wir setzen an 


e ra TEN ETKITE), 
TI) np Yen @zen)  T@+i-zto) ' 


wobei d, +0 sein soll, und finden 


OR =. en let +hhlet+r Dt +46) 


mit 


f@, = Net): (+), @)= Dee 


Die Größen d, können aus dem System (12) entnommen werden, 
wenn man in ihm alle Buchstaben überstreicht. Insbesondere muß o 
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eine Wurzel der Gleichung „ (0)=0 sein. Da aber a,,—a;, ist, 
stimmt diese mit (13) überein. Die beiden Normalformen haben also 
dieselbe determinierende Gleichung. 


8 2. Konvergenzbeweis für die gefundene Entwicklung. 


191. Zum Beweise der Konvergenz der Entwicklungen (8) und (15) 
benützen wir eine Majorantenmethode. Es genügt, wenn wir den Beweis 
für die erste Normalform, also für die Reihe (8) führen, da er bei der 
zweiten Normalform ganz analog verläuft. Dabei wollen wir nicht nur 
die Konvergenzhalbebenen, sondern auch die Summabilitätshalbebenen 
der Reihen (4) für die Funktionen g,(x) berücksichtigen. Dies bringt 
fast gar keine Erschwerung mit sich; durch die Transformation (3) 
können wir ja immer von summierbaren zu konvergenten Fakultäten- 
reihen übergehen. Die Reihen (4) mögen also etwa in der Halb- 
ebene o>4,, aber in keiner größeren Halbebene durch arithmetische 
Mittel r-ter Ordnung summierbar sein. 

Zunächst setzen wir, da es bei x(x) im wesentlichen nur auf die 


Untersuchung des Faktors von ) ankommt, zur Vereinfachung 
I (x) 
(16) u () = T(<+e) UV (x). 


Dann können wir ausrechnen, daß 


a?)  Olu@] = 


aa z 
eo > 20) («+0—- = (+ e-dA: 9 2 > \ )e@+n--- -0@+s-i—]1)g (2) 


wird. An die Stelle der Gleichung (14) tritt daher die neue Gleichung 


a3) IN e+e- Date Nahe. 


In ihr ist A, (x) eine lineare Funktion von g,(&), 8:1 (&): --, 8, @)=1, 
also für 'o > 4. Max (A,, 0) durch Na konvergente F akultätenreihe 


\ 
e. 


ı,8 
OT ee Ten Srerreeree 


darstellbar; insbesondere ist der Koeffizient von X NV (x) gleich g, (x) = 


Die Gleichung (18) hat deshalb offenbar die BSR Lösung 


“ d, 
23) N 


)@+te+>-) 
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Damit haben wir uns von dem Faktor een freigemacht. Die 
Entwicklung (19) ist indes noch nicht genügend einfach zu behandeln. 
Wir wollen vielmehr v(x) in eine andere Reihe entwickeln, in der 
statt der komplexen Zahl o die ganze Zahl » auftritt. Zu diesem Zwecke 


multiplizieren wir die Gleichung (18) mit der rationalen Funktion 


_. @+n)(e+r—1)--- (e+r—n+1) 
(20) ER) @te-1)are-%). -(ere=m)’ 


welche sich in eine für o>R (n — 0), o > 0 konvergente Fakultäten- 
reihe 


je} 


(20*) k(2),—1 ERS ER. 


=5 (c+r)(&+r+1)---(e+r+s) 


entwickeln läßt; dann entsteht aus (18) 


er) I-Netn tr it 


Dabei sind die Funktionen hf(x) für 0 > u= Max (4,,0,R(n — o)) 
durch konvergente Fakultätenreihen 


AR ® st! 


darstellbar; insbesondere wird h;; (x) = h, (x) = 1, und zur Abkürzung sei 


je} 


—y 941°! 
(22*) ER) re DET EN ER 


3s=0 
" also 


hi (X) = &,0 — kı(®). 
Schließlich spalten wir zur größeren Übersicht die Gleichung (21) auf in 


(23) A[v(«)] =B[v(x)] + d,(e) fo (0) k (@) 
mit 


Ab@a)l= I -V ei,0 @+n--@+r-i+1)Auß) 


B[v (x)] = ve 1R,@) at) a+r—i+ )Arß). 


(26) 
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Wie man sich durch Vergleich mit (14) überzeugt, wird der 
Gleichung (23) formal durch eine Reihe von der beabsichtigten Form 


2 BD; 
(24) VO 2 Hr HDGHrHD er) 


genügt. Um die Rekursionsformeln für die Koeffizienten D, bequem 
aufschreiben zu können, führen wir ähnlich wie in $1 eine Funktion 


n-1 


(25) Fia,»)= Ir@+1)- #+i—1)k,@) 


i=0 
N ENT IRE 
ar Ar rFrFIEHLET ) 
Ei 
ein, wobei die Fakultätenreihe für o > u konvergiert. Ferner rechnen 


wir uns nach (17) aus, daß 


n 


n 
Narbe + +i-D= Nasle+n--(e+r+i-1) 
i=0 


s=0 
== T (0 5 v) 


ist. Transformieren wir schließlich noch k (x) mittels (3) in die Gestalt 


GG 3 BZ 
+2)... (<+r+») a 


(22**) kit Dr nen 
v=i y 


so können wir in der Gleichung (23) die Koeffizienten vergleichen 
und bekommen hierdurch zunächst 


D, = d, (0) 
und allgemein für die D, das Rekursionssystem 
D,fye +) =D, F,@—1)+--+D,R,-1(1)+D,B,(0)-+Datrlo)C,. 


das wir unter ähnlichen Vorsichtsmaßregeln wie bei dem System (12) 
in$ 1 immer aufzulösen vermögen. Da f,(0), F,(») und C, rationale 
Funktionen von o sind, ergibt sich 


D, — R,(e)d,(e). 
wobei R,(e) eine rationale Funktion von o bedeutet. 


192. Nach diesen Vorbereitungen treten wir in den eigentlichen 
Konvergenzbeweis ein. Wir wollen zeigen, daß die Reihe (24) für v(X) 
in der Halbebene 0 > u — n absolut konvergent ist. Dies geschieht 
so, daß wir für eine als Lösung einer einfachen Majorantendifferenzen- 
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gleichung zu (23) entspringende Fakultätenreihe, deren absolute Kon- 
vergenz die absolute Konvergenz der Reihe (24) nach sich zieht, in 
der Halbene 6 > u — n absolute Konvergenz nachweisen. 

Zunächst stellen wir die eben erwähnte Majorantendifferenzen- 
gleichung auf. Bei einer beliebigen, in der Halbebene 0 >4 kon- 
vergenten Fakultätenreihe 


mit den Koeffizienten a,,, besteht nach Formel (4) in Kap. 9, $1 für 
“ die Summe der (m +1) ersten Koeffizienten (m=0,1,2,...) bei 
passendem positiven M und positivem & die Abschätzung 


(HET) (4842): (A’2e-+ m) 


m! 


| m | 
| | 
DZ EM 


Bilden wir nun die Reihe mit positiven Koeffizienten 


: z fl, #+e , @+o)(@+e+]) 
=) re Sen (ce +1)(@+ 2) h, 


so ist diese in der Halbebene 0 > 4 e absolut konvergent, und 
die Summe ihrer (m — 1) ersten Koeffizienten übersteigt den Absolut- 
betrag der entsprechenden Summe bei der ursprünglichen Reihe; 
denn es ist 


WAR ig a 
N , j 


Mm 


(# He- 1) (X He 2) .--(X+E+m) 


m! 


Deshalb nennen wir diese Reihe eine Majorantenreihe der gegebenen 
Reihe. 

Derartige Majorantenreihen ermitteln wir für die Koeffizienten k,(x) ' 
und k(x) in der Gleichung (23). Die Reihen (22*) und (20*) sind 
für 0 > u konvergent. Daher erhält man als Majorantenreihen 


u Dr v+e+])-- (ethr4.+sol) 
(+ r)(e+r+1):--(e+r+5) 


’ 


De 
K es (uhr +)l+rter))- ac "Ye #e3r]) 
een x} CHN@H HN Hr) 


wobei M und K von o unabhängig sind. Die Koeffizientensummen 
dieser Reihen sind positiv und größer als die absoluten Beträge der 
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m 


entsprechenden Summen S,,„=Nc, (i=0,1,...,.n—1) und 
; si =” 
Sı= Se bei k,(x) und k(®). Die mit den Majorantenreihen ge- 
m Ei Ss 
bildete Differenzengleichung 
* i 

(28) I -Na@+n -@+r-i+1)A5@) 

i=0 

"u EEE : < 

el ee ee 

i=0 
bezeichnen wir als Majorantendifferenzengleichung zu (23); ar Tr 


und ö, sind Konstanten, über die wir noch passend verfügen werden. 
Die determinierende Gleichung lautet 


wel +1)--- (+3 -D)=0. 
i=0 


Wir wollen die «, so wählen, daß sie die Form 
«„”"—+1=0 


annimmt, also insbesondere «,— 1, und wollen unter «, eine positive 


Zahl zwischen O und 1, z.B.«, =, verstehen. Setzen wir dann für 


v(®) nach dem Muster von (24) die Reihe 


6 Ör 
(29) e () = (<+r-+1) (<+ r+2).-- (x + r+») 


v0 
an, so erhalten wir für die ö, das Rekursionssystem 
6, (0, 9° +1)= 6,1 Fe —1)+ +6, 8_1(1)+6,F,(0)+8,C,. 


Nun sind die früheren Größen F,(w) (=1,2,...; »=0,1,2,...) 
lineare Funktionen der Koeffizientensummen S, „ mit positiven Koeffi- 
zienten. Dies rechnet man sich aus den Formeln (3), (22) und (25) 
ausraDer der Gleichung (28) sind die S;„ @urch positive Zahlen 
von größerem Absolutbetrage ersetzt. Folglich sind die F, (») positiv 
und größer als |F (v)|. Ebenso sind die C, positiv und größer 
als |C,|. Mit Hilfe des Rekursionssystems ergibt sich dann, daß 
wir es durch geschickte Wahl von d, immer so einrichten können, daß 
sämtliche ö, für alle o in & größer sind als die entsprechenden RH: 
In der Reihe für o(x) sind wir also im Besitz einer Reihe, deren 
Koeffizienten positiv sind und größeren Absolutbetrag haben als die 
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entsprechenden Koeffizienten bei v(x). Wir werden demnach am Ziele 
sein, wenn es uns gelingt, nachzuweisen, daß die Reihe für v(x) bei 
0 > w— n absolut konvergiert. Hierzu schätzen wir die 6, ab. Wir 
tragen die Reihe (29) in die Gleichung (28) ein und bekommen dann 
durch Koeffizientenvergleich eine Differenzengleichung 1. Ordnung in » 
für die ö, mit rationalen Koeffizienten. Wir können also die 6, als 
Gammaquotienten leicht explizit aufschreiben und finden dann 


——— = = konst. yaterrn, 


Unter Heranziehung der Formel für die Konvergenzabszisse einer 
Fakultätenreihe schließt man hieraus sofort, daß die Reihe (29) und 
daher auch die Reihe (24) für 6 > u — n absolut konvergiert. Damit 
ist der Konvergenzbeweis erbracht. 

193. Man kann sogar noch etwas mehr aussagen. Es läßt sich 
nämlich beweisen, daß die für 0 > uw — n konvergente Entwicklung 


y ex = Dy+1—vDy i 
(30) v@)=D, een 


bei o>w=Max(u,R(n—0o,;,—+e)) und passender Verkleinerung 
von & gleichmäßig in o konvergiert. Man darf also nach o differen- 
zieren und findet dann neue Reihen, die unter denselben Bedingungen 
konvergieren und die Ableitungen von «(x) nach o darstellen. Diese 
Bemerkung ist nützlich, wenn unter den Wurzeln der determinierenden 
Gleichung kongruente vorkommen. Dann erhalten wir nämlich auf 
die bisherige Weise nicht n, sondern weniger linear unabhängige 
Lösungen. Wohl aber können wir uns ein Fundamentalsystem ver- 
schaffen, wenn wir Differentiationen nach o vornehmen. Hierin liegt 
der Hauptvorteil der Einführung der Hilfsveränderlichen 0. Es sei 


7(&) 


v(x,0)=v(R), „our: 
o®y(z, 0) \ o® u(x,o) 

Ayo Do’ u” (&,0) = NS 

u®(x,o) genügt der Gleichung 
o% T() \ 
(31) O[u® (x, e)] = Fra Mdraras 
und läßt sich durch eine Entwicklung der Form 
er: a CD RT 

(32) um (x, 0) > Wr I (2 +0) v (2,0) 


s=0 
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darstellen. Dabei sind v(x,0),...,v®(z,o) in Fakultätenreihen der 
Gestalt (30) entwickelbar, die für o > uw — n konvergieren. Natürlich 
können wir statt dessen auch für o > u — n von r-ter Ordnung summier- 
bare Fakultätenreihen der Gestalt 


= D® (0). 


(33) Dr z(&+1)-:-@+r-1) 
schreiben. 
Nun mögen etwa 99, 015 0a» +++» 0g-ı eine Gruppe kongruenter, 


nach absteigendem Realteil geordneter Wurzeln der determinierenden 
Gleichung bilden, so daß also 


=. ro, ne erste Untergruppe, 
0, = 41°" 0,., eine zweite Untergruppe, 
Ge lin eds eine letzte Untergruppe 


gleicher Wurzeln. Es ist demnach o, h-mal, 0, (i—h)-mal Wurzel usw. 
Dann gewinnen wir nach (12*) für d,(o) den Ausdruck 


d,(e) = (e — 9)*(e — 9)‘ (e — )'C1 le); 
und. hieraus ergibt sich 
(34) d,(e) fo.(e) = (e — @)*(e — &)°--(e — 9)? Cz(o)- 


C,(o) und C,(o) sind ganze Funktionen, die in der Umgebung. der 
Wurzeln der Gruppe von Null verschieden sind. Tragen wir den Wert 
(34) für d,(e) f,(0) in die Gleichung (31) ein, so verschwindet die 
rechte Seite für o=o,. Daher besitzt die homogene Gleichung 
O[u(&)) = 0 die Lösungen j 


uX, 9) uMlz,9,).., WUdR,Q,-,)- 


Man erhält somit zu jeder Wurzel der determinierenden Gleichung 
eine Lösung, insgesamt also n Lösungen, d.h. die genügende Zahl 
für ein Fundamentalsystem; daß diese Lösungen, die wir das kano- 
nische Lösungssystem nennen, wirklich ein Fundamentalsystem bilden, 
wird sich später aus ihren asymptotischen Eigenschaften ergeben. 
Übrigens gewinnt man auf die geschilderte Weise noch mehr Lösungen 
der Gleichung O[u(x)] = 0; aber diese sind nicht mehr linear unab- 
hängig voneinander. Zusammenfassend können wir.den folgenden Satz 
aussprechen: 
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Die Differenzengleichung n-ter Ordnung (5), in der sich die Koeffi- 
zienten g,(%) in Fakultätenreihen der Gestalt (4) entwickeln lassen, welche 
für o > A komvergieren und für 0 > A, durch arithmetische Mittel v-ter 
Ordnung summierbar sind, besitzt n Lösungen von der Form 


k 
R) ( ar RN ste Be Le) 
= NS WELIOTAE ne 


s=0 


Dabei bedeutet 0, eine Wurzel der determinierenden Gleichung (13), 
und die v®(x,o,) sind Funktionen, die sich durch Fakultätenreihen 
von derselben Gestalt wie die g,(x) darstellen lassen, welche für o >X —n, 
> — R(e,) konvergieren und für o>A'—n, 0>—N(g,) von r-ter 
Ordnung summierbar sind. 

Die in diesem Satze angegebenen Konvergenzbedingungen können 
nicht verschärft werden. Die Bedingung 6 >4A—n ist notwendig, 
weil sich auf der Geraden o—4 ein singulärer Punkt der g,(x) be- 
finden kann. Dann liegt nämlich, wie wir in $7 sehen werden, auf 
der Geraden o=4— n ein singulärer Punkt der Lösungen. Die Be- 
dingung o > —n rührt daher, daß für A<0 der Punkt x=0 im all 
gemeinen ein einfacher Pol der Koeffizienten ist. Wenn er ausnahms- 
weise ein regulärer Punkt ist, fällt die Bedingung fort. Die Bedingung 
0o> — X(o,) schließlich kommt dadurch herein, daß v(x, o,) an der 
Stelle x = — o, einen Pol hat. Andernfalls müßte nämlich u (x, o,) dort 
eine Nullstelle aufweisen, was im allgemeinen nicht der Fall ist. 

Mit Hilfe der Transformation (3) können die Reihen für v®(x,_) 
bei o>u-—n, o>0 natürlich auch in die Gestalt 


= d,” (0) 
(8) ( — = 5 
ve (x, 0) Seesen 


gebracht werden, welche dem Ansatz (19) entspricht. 


8 3. Asymptotische Eigenschaften der kanonischen 
Lösungen. 


194. Vermöge der in Kapitel 9 auseinandergesetzten asymptotischen 
Eigenschaften der Fakultätenreihen in ihrer Konvergenzhalbebene ist es 
ein leichtes, das Verhalten der kanonischen Lösungen bei Annäherung 
an den unendlich fernen Punkt zu untersuchen. Dazu denken wir an 
die in Kap. 9, $ 2 aufgestellte Entwicklung 


DR 1 r AN 1 
Ge en = 2, ®)+2,%) log En ern r 


+[1+2,@)llog*4, 
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in’der. 2, 20). er 0, Re+o)>0 konvergente 
Fakultätenreihen ohne ones Glied sind. en wir in dem 
Ausdrucke (32) für die Lösungen von dieser Entwicklung Gebrauch 
so finden wir 


1 
3) et) + BE + +, @)log*|- 


——) 


Hierbei bedeuten 9, (8), 9, (8); ---» 9 (2) füroe>0, 0o>— R(o); 
o>A—n bzw. 0>4,— n konvergente bzw. von r-ter Ordnung 
summierbare Fakultätenreihen. 

Die Gleichung (35) läßt mit beliebiger Annäherung das Verhalten 
der kanonischen Lösungen erkennen, wenn & im Konvergenzgebiet der 
Fakultätenreihen ins Unendliche wandert. Beschränken wir uns der 
Einfachheit halber auf die ersten Glieder der asymptotischen Ausdrücke, 
so ergibt sich bei der früher betrachteten Wurzelgruppe o,; 0,» O9» ++» 0, 
folgendes. Für die Lösungen der ersten Untergruppe u(X, 09); 
u (x, O,)s...,; AW-D(E, 0,_,) bekokimen "wir 
(36) I ae) (= 0,1,.2,2 1% 

Eaee “a "Iog® I 
x 
für ‚die Lösungen u®(z, 0,), uAFV(z, 0, ,,),--.., u -D(z,o, „) der 
zweiten Untergruppe 


(h+s a2 = 
m en) eos 
z| >» RN logs — 
x) E 


usw. wofern — — 5+ ge <arcı < . — e (£>0) ist und x in der Halb- 
ebene o > A, — % o>0, 0> —X(e) ins Unendliche wandert. Für 
Lösungen derselben Gruppe gilt also immer 


ur) 


(X, 0r) = 


G fr >yL 
|e]>» 4 2 (2,0) 


Aus dieser Tatsache entnimmt man mittels der in Kap. 11, $2 an- 


gewandten Schlußweise, daß die kanonischen Lösungen ein Funda- 
mentalsystem bilden. 


S 4. Analytische Fortsetzung der kanonischen Lösungen. 


195. Bisher kennen wir die kanonischen Lösungen im Konver- 
genz- bzw. Summabilitätsgebiet der für sie aufgestellten Entwicklungen. 
Dort sind sie regulär bis auf die etwa daselbst liegenden unter den 
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Punkten 0, —1, — 2,..., welche Pole sind. Mit Hilfe eines Ver- 
fahrens, das wir schon früher (Kap. 11, $ 1) benutzt haben, können wir 
jetzt leicht die analytische Fortsetzung der Lösungen in die ganze Ebene 


bekommen. Dazu schreiben wir die Differenzengleichung (5) in der 
Gestalt 


N u@+i Sc! Meran): (ce +n—s)g,(@+n)= 


und lösen sie nach u(x) auf. Das gibt 


n 


CRIOE BET EYE DAUER Fr an 


= ; EL (an —s—])' 


Nun mögen die Koeffizienten g,(%), 8, (%), ---, 8,_,(®) in die ganze 
Ebene fortsetzbar sein und im Endlichen die singulären Stellen 
Pı> Pa, Pz, --- besitzen. Dann lassen sich die kanonischen Lösungen 
durch die Gleichung (37) immer um einen Streifen von der Breite 1 
nach links und so allmählich über die ganze Ebene hin fortsetzen. 
Singuläre Stellen treten dabei nur in den Punkten 0, —1, — 2,..., 
welche einfache Pole sind, und in den Punkten 


B—-s- Ve 2,3... 8 eMmmn +1, nt 2; 


auf. Dies sind also die einzigen singulären Stellen der kanonischen 
Lösungen. In der Halbebene o > 4, — n können singuläre Punkte 
natürlich nur n 0, — 1, — 2,... vorkommen. 

Zu eindeutigen Koeffizienten g,(%), g1(%), ---, 8,_1(8) gehören 
offenbar eindeutige Lösungen. Sind die Koeffizienten ganze Funk- 
tionen, so sind die kanonischen Lösungen überall im Endlichen 
regulär außer in den Punkten 0, —1, —2,..., welche einfache 
Pole darstellen. Wenn die Koeffizienten meromorf sind, so ist es 
ebenso mit den kanonischen Lösungen, und wenn die Koeffizienten 
algebraisch sind, so haben die Lösungen nur algebraische Singu- 
laritäten. Beim Auftreten singulärer Linien für die Koeffizienten be- 
sitzen die Lösungen deren im allgemeinen unendlich viele. 

Mittels des erörterten Fortsetzungsverfahrens vermag man das 
asymptotische Verhalten der kanonischen Lösungen in der ganzen 
Halbebene 0 >, — n--e (£>0) zu übersehen. Man findet, daß 
dort für jede kanonische Lösung bei passendem o und nichtnegativem q 


ae  onst =) 


gilt. 
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85. Differenzengleichungen mit vorgeschriebenem 
Fundamentalsystem. 


196. Nunmehr wollen wir eine gewisse Umkehrung der bisherigen 
Betrachtungen vornehmen. Wir wollen nämlich zeigen, daß die von 
uns studierten Differenzengleichungen (5) die allgemeinste Klasse von 
Differenzengleichungen darstellen, welche ein Fundamentalsystem von 
Lösungen der Form (32) besitzen. 

Der Einfachheit halber führen wir den Beweis nur für den Fall 
durch, daß die Größen o,, 0,; ---, 0,, welche früher als Wurzeln der 
determinierenden Gleichung auftraten, alle verschieden und. inkongruent 
sind. Wir denken uns ein Fundamentalsystem von Lösungen 


2 I'(&) mi dy»(0;) 
u,(@)= u(®, 0,) rer -(<+0,+r—-]) 


vorgeschrieben (s=1,2,...,n), wobei die Reihen für o>i—n 
konvergieren sollen. Zudem seien die o, alle voneinander und die 
d,(0,) von Null verschieden. Dann behaupten wir, daß die zugehörige 
Differenzengleichung n-ter Ordnung von der Form (5) is. Zum Be- 
weise setzen wir die Differenzengleichung in der Gestalt 


n 
ul) Aula) ...Au(a) 
| = 
; 
(38) oa] | Am@)---Aml)|—o 
a eTz 
u,(®) A u,(%) A u, (%) 


an. Die Differenzen von ı (® ) lassen sich leicht bilden. Man findet 
für ge l;-1, ‚n 


2 i 
— 1) —-1)@ — 2). - 2 -)Aule en 
( ) ( ) ) (7 Au e)= T(&+0,) v;(®, 0,) 
mit 
(2,0) ST@tr) (tr +1) -(a+r+i—1)d,(,) 
eg BHR@te+1) tar —ı) ’ 
wobei die Reihen für 0 > A konvergieren. Tragen wir diese Ent- 
ae ın die Determinante (38) ein, nachdem wir zuvor die 
(+ 1)-te Spalte mit (— 1)! «— 1)®—2)-.-.(©—;) Er haben, 
und unterdrücken wir nachher in der zweiten, dritten, ..., (n + 1)-ten 
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Zeile die Faktoren 


T'(®) T7(®) 1) 
Fe+o)’ T@to)’""’ Tata)’ 


so ergibt sich eine Determinante von folgender Beschaffenheit. Die 
Elemente der ersten Zeile lauten 
j i 
(-1’@ —1)@ — 2). @—-3)Aule) G=el,l,...,n), 
= 
und alle anderen Elemente sind Fakultätenreihen, die für 0o>A4 kon- 
vergieren. Da nun das Produkt einer endlichen - Anzahl für o>A 
konvergenter Fakuültätenreihen in eine fir o>4, o>0 konvergente 
Fakultätenreihe entwickelbar ist, sind die Unterdeterminanten zu 
den Elementen der ersten Zeile Funktionen, die sich durch Fakul- 
tätenreihen darstellen lassen. Das konstante Glied in der Unterdeter- 


minante zu (— 1)" (x — 1)(® — 2). (@ — Au (x) lautet 


1,8 G #10: 9 Erlen 2) 
tale tn ae. 
| 10220 (ont I) 0 (On + 1) (0, PN 2) 


Es ist von Null verschieden; denn die Koeffizienten d,(0, ); dy (03); :--; dy(Q,) 
sind nach Voraussetzung nicht Null, und die Determinante läßt sich 
auf eine Potenzdeterminante zurückführen und in der Form 


THE (0; — 9,) 
Be 


T,8 PL 


schreiben, ist also ebenfalls nicht Null, da wir die o, als verschieden 
angenommen haben. Dividieren wir die Differenzengleichung durch 


den Koeffizienten von (— 1” (@ —1)(® — 2). -(e—n)Auf), so 
1 


können wir daher die hierbei zustande kommenden Quotienten von 
Fakultätenreihen wieder in Fakultätenreihen entwickeln und damit die 
gewünschte Gestalt (5) der Differenzengleichung herstellen. Die Ko- 
effizienten g,(x) in dieser sind dann für o>4,0>0 konvergente 
Fakultätenreihen. Die determinierende Gleichung ist, wie man sich 
leicht überzeugt, vom n-ten Grade und hat die Wurzeln 0, ,03>:+-, 0,: 

Wenn die Zahlen o, zu Gruppen zusammentreten, das Funda- 
mentalsystem also aus Lösungen der Gestalt (32) aufgebaut ist, können 
entsprechende Überlegungen durchgeführt werden. Dabei muß man 
nur durch passende Kombinationen der kanonischen Lösungen die Ab- 
leitungen der Gammaquotienten nach den o zum Verschwinden bringen. 
24 
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86. Im Unendlichen reguläre Koeffizienten. 


197. Beim Studium der asymptotischen Eigenschaften der kano- 
nischen Lösungen haben wir uns bisher auf eine gewisse Halbebene 
beschränken müssen, und unter unseren gegenwärtigen Annahmen über 
die Koeffizienten läßt sich auch kein weitergehendes Ergebnis erzielen. 
Wenn wir hingegen die neue Voraussetzung machen, daß die Koeffi- 
zienten g,(%) im Unendlichen regulär sind, können wir viel mehr aus- 
sagen. Zunächst sieht man ohne Mühe, daß dann die Relationen (36) 
auf allen Geraden parallel zur imagi- 
nären Achse richtig bleiben. Es sei 
nämlich R der Radius eines Kreises, 
welcher alle Singularitäten der Koeffi- 
zienten im Innern enthält. Dann liegen 
alle singulären Punkte der kanonischen 
Lösungen im Endlichen in einem 
Halbstreifen um die negative reelle 
Achse, begrenzt von den Geraden 
oc=R, r=R s==R (26 
und mittels der in $4 angewandten 
Fortsetzungsmethode überzeugt man sich vom Bestehen der Bezie- 
hungen (36) auf allen Geraden, die mit der positiven reellen Achse 


einen Winkel höchstens vom Absolutbetrage z bilden. 


Um das asymptotische Verhalten auch auf Radienvektoren unter 
stumpfen Winkeln gegen die positive reelle Achse bestimmen zü 
können, gehen wir folgendermaßen vor. Im gegenwärtigen Falle läßt 
sich die Differenzengleichung (5) in die zweite Normalform 


N { 
D 


(6) I -1e@ +1). -@ +: —- 1), @)Au(e)=0 
i=0 
bringen, in der die Koeffizienten g,(x) in Fakultätenreihen der Form 
= S @;s 
(9 ne Eee, 


s=0 


entwickelbar sind. Diese mögen etwa für 0 <A konvergieren. Dann 
haben wir bereits in der Gleichung (15) die formale Lösung 


ao ZU-9 9 d, (e) 
(15) u(®, I Fat -0-1)(@&-0—2%)---(&—o—») 


aufgestellt. Wenn die Wurzeln der determinierenden Gleichung, die 
ja für beide Normalformen dieselbe ist, Gruppen bilden, so finden 


iii EEE 


S 6. Im Unendlichen reguläre Koeffizienten, Byal 


wir durch Differentiationen nach o entsprechend wie früher n linear 
unabhängige Lösungen von der Gestalt 


Zr n a ee) 
(39) #(2,.0,) -2 (5 Kerr: 


mit 


7,(8) De \ GR v (05) 
u (%, 0,) Z @-1)@-d):(@=m)’ 


wobei die Fakultätenreihen für o<A+n, o<n+1, o<R(1-+ 9) 
konvergieren. Im Konvergenzgebiet gilt für das asymptotische Ver- 
halten dieser Lösungen 


— (k) 
(40) N 


Wir werden also am Ziele sein und die asymptotischen Eigenschaften 
der kanonischen Lösungen u®(x,o,) auf beliebigen Radienvektoren 
zu übersehen vermögen, wenn wir die linearen Relationen zwischen 
den u” (x,o,) und den u®(x,o,) und das asymptotische Verhalten der 
periodischen Koeffizienten in diesen kennen. 

Zu dem Ende nehmen wir die Wurzeln der determinierenden 
Gleichung alle als voneinander verschieden und zueinander inkongruent 
an. Dann gibt es n linear unabhängige Lösungen von der Form (15). 
Diese lassen sich, da die Größe 


SIE 
T(1-z2—-o)IT(1l-x+o) 


eine Fakultätenreihenentwicklung gestattet, auch in der Gestalt 


SUR 4. TA-2-0) e(e+D)---(e+r-)) 
(41) N 3% @ 1) @-2)...@-) 


schreiben. Wir wollen zeigen, daß die y, durch die Koeffizienten 


in den kanonischen Lösungen u (x, o) einfach ausdrückbar sind. Tragen 
wir die Entwicklung (41) in die Differenzengleichung (5) ein, so er- 
gibt sich, daß 


» 7,(e+)le+i+tl). -(etitr-N) 
) Nett N OP rear per 


y= 


sein muß. Um die hieraus entspringenden Rekursionsformeln für 
24* 
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die Größen y, bequem aufschreiben zu können, führen wir neue 
Größen y, ein durch die Gleichungen 

> er yv\— a 
(43) Vo} 0% Ve BE DHM Yırs> 

s=0 

es sollen also die y, die aufeinanderfolgenden Differenzen der y, sein. 
Dann führt die Anwendung der Transformation (3) auf die in (42) 
vorkommende Fakultätenreihe zu 


3 7, @ lets El) er d 
(«1 —- 1)(@ —i—2)---(@—i—v) 


v—1 


ZN )n-et9--(@eritreNetr-Dletr-9---etr) 
(«—1)(&—2)---(«—») 


v=0 


Greift man auf die Funktion f(x,o) aus $1 


(40) 3, ee+2--@+i-N:R) 
zurück, welche mit leichter Abänderung gegen früher die Entwicklung 


7. 9l)e@+l)---(e+s—D 
f@.e) 2 Erler Re 


erlaubt, so erhält man aus (42) die Beziehung 


S N Be 
sn De Tao - - [r, f@.e+r) — er 1) f&e+r —1) 


++ yr@e+1) =P- 


Nun ist aber im gegenwärtigen Falle die Funktion f(x,o) im Un- 
endlichen regulär und daher auch in eine Reihe 


® \ B.(e) 
me N N) (@-+— 9%)... (@_ v5) 


s=0 


entwickelbar; dabei ist 


9,,,0) = 


3 Ye e@+D- (ers Metrt@trtsN ern ts): 
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Führen wir diese Entwicklung in die Gleichung (44) ein, so bekommen 


wir nach einiger Rechnung schließlich für die Y1> Ya»... die Rekursions- 
formeln 

Yo 90 (0) = 0 
(45) le) + Y9ı (0) = 0 


„Re tr)tY,,9l0t+r-1)+4+-- +19,0)=0. 
Vergleichen wir sie mit den Formeln (1 2), so erkennen wir, daß 
het edv) 
wird, wofern wir 
= Yo 


setzen. Damit haben wir bewiesen, daß eine Differenzengleichung (5), 
in der die Koeffizienten g,(%); 81 (%)>---» g,_, (®) im Unendlichen regulär 
sind und g,(x)=1 ist, neben einer Lösung von der Form 


ee) 7,0 (@+1):--(e+v-1) 
os ter Lo)@Forl) @iors-T 


eine andere von der Form 


en 7,e(e+1)---@+rv—1) 


ee) are Hy Da nad a) 


besitzt, in der die Y,, Ya, --. die aufeinanderfolgenden Differenzen der 


Var SUNG. 


198. Nunmehr wollen wir die linearen Relationen 


(47) u, (&) - 3), )u,(®) 


mit periodischen Koeffizienten x, ‚(«) zwischen den beiden Lösungs- 
systemen studieren. Durch Auflösung der Gleichungen 


nach den 7, „(x) findet man 


D; 
(48) SC un 77536 
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wobei wir mit D, „(&) die Determinante bezeichnet haben, die aus 


I aM) WR: m) 

| N a, (x x) 7 %, (X) - Se u,(x) 
De) = a 1 

ni n—1 u 

| Am.) A%(e) Au,(z) 

| —ı1 —ı —1 


hervorgeht, wenn #,(x) durch u,(x) ersetzt wird. Ist R der Radius eines 
Kreises, der alle Singularitäten der Koeffizienten g,(x) der Differenzen- 
gleichung (5) umschließt, so sind die Lösungen u, (x) und «, (x) ober- 
halb und unterhalb des Streifens — R<tr<R (Fig. 51) im Endlichen 
überall regulär, ebenso daher die x, (x); denn die Determinante D(x) 
kann als Determinante eines Funda- 
mentalsystems an keiner Stelle im End- 
lichen außerhalb jenes Streifens ver- 
schwinden. Setzt man e?"i*— z, so ist 
demnach z, te) eine analytische Funk- 
tion von = weiche in der Umgebung 
der Stellen z= 0 und z = oo eindeutig 
ist. Sie ist sogar regulär in diesen 
Punkten. Es sei nämlich a ein Punkt 
im Inneren des Konvergenzgebietes der 
Reihen für die v, (x), dann wollen 
wir zeigen, daß in den Halbstreifen «—1 <o<a, >R und 
a—1<o<a,tr< —R die Funktion 7; ,(%) für |; |x|— oo gleichmäßig 
einem Grenzwert zustrebt. Dazu tragen wir in den Ausdruck (48) an Stelle 
der u,(x) ihre Fakultätenreihen und an Stelle von u,(x) die Entwicklung 


__ To) ja 7,9(@+1)(g+v—1) &n () 
STE VErH+N.-- rohr) a } 


ein, in dere, (x) eine im Halbstreifen gleichmäßig nach Null strebende 
Funktion bedeutet. Dann zeigt sich, daß N;, (x) gleich dem Produkt 
.der Größe 
T@T(-2) 
T(<+o)I(1-x-o) 


eh 


mit einem Quotienten zweier Determinanten ist, in denen sich jedes 
Element für |x|— oo einem Grenzwert nähert. Der Grenzwert der 
Determinante im Nenner ist 


la aQa+l)... (+1). -(+n—2) 
vl yo la) %& 0 (+ =). e %(%-+1)-- .(g+n—2) ! 


Wen m RT a ee a a ENT Re 


Im mat)... Ram tD- (nn +n—2)| 
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also von Null verschieden, und den Grenzwert der Determinante im 
Zähler erhält man, wenn in dem eben aufgeschriebenen Ausdrucke 0, 
durch 0, ersetzt wird. Somit bekommen wir für s —ı 


lım Ar. (&) ee e-?7=io E 


(49) ET 

le 
während für s=+7j die Zählerdeterminante und also auch 7, ,(«) nach 
Null konvergiert. Dies geschieht sogar schneller als bei jeder Potenz 
von x; denn zufolge den Relationen zwischen den “aundsdeny, 
strebt die Differenz zwischen einem beliebigen Element der j-ten 
Spalte und dem entsprechenden der s-ten Spalte schneller nach Null 
als jede Potenz von x. Es gilt also bei beliebigem u 
(50) lim #2, {&)=0 für „se: 

Elsa) 5 

Demnach ist 7, ,(®): wie behauptet, eine analytische Funktion von 
z—= e?"i®, die für z=0 und z—= © regulär ist und für s+j, aber 
nicht für s=j, in diesen Punkten verschwindet. 

Mit Hilfe der linearen Relationen (47) und der Gleichungen (49) 
und (50) für das asymptotische Verhalten der Ts (x) beherrschen 
wir nun das asymptotische Verhalten von u,(x) auf allen Radien- 
vektoren, welche mit der positiven reellen Achse Winkel von kleinerem 
Absolutbetrage als z einschließen. Insbesondere wird 

lim «9 u, (2) = yo: 
|z|>» 

Unter der Annahme, daß die Koeffizienten g,(x) im Unendlichen 
regulär und alle Wurzeln der determinierenden Gleichung verschieden und 
inkongruent sind, treffen also die asymptotischen Relationen (36) 
nicht nur für — ’ zarcez : sondern sogar für -n te <arce <n—E 
zu. Hingegen bildet die Richtung der negativen reellen Achse 
eine singuläre Richtung. Wir können nichts Allgemeingültiges aus- 
sagen, wenn x parallel zu ihr ins Unendliche wandert. Diese Ergeb- 
nisse entsprechen völlig denen, die wir in Kapitel 11 für Gleichungen 
mit rationalen Koeffizienten erzielt haben. 


8 7. Beispiele, 
199. Ein einfaches Beispiel liefert die Gleichung 


3 i 


PX 1% @ 1) @ — 2) @-)aAuß)=0, 


i=0 1 


in der die Funktionen g;(®) sich auf die Konstanten a, reduzieren. 
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Die determinierende Gleichung lautet 


(= I, ae(e +1) -(e+i- 1)=%, 
5 i=0 


und alle f,(o) mit s > 0 verschwinden. Sind die Wurzeln 9,03: :--> 0, 
der determinierenden Gleichung alle verschieden, so erhält man als 
allgemeine Lösung 


n 


T(&) 
u(2)— 2,6) Pas 
= 
Wenn hingegen 9, = 09,,1="'"=0;4, Ist, SO entsprechen diesen 
Wurzeln die Lösungen 
n$8 ö : 
we 2) ae 
öof I (z2-.0;) ; 


Besonders einfach werden die Ergebnisse, wenn die a, von der Form 
N / Sr la 
Be (7)a(a — 1). (a —n-+i-+1) 


sind. Dann hat die determinierende Gleichung die Wurzeln 
a,a— 1,....a—n--1, welche alle zur selben Gruppe gehören; jede 
Wurzel bildet eine Untergruppe für sich. Die Lösungen u, (x) und 
u,(®) 


ren eta-V-@+ta-s+1), 


er etaN)(@+a-s+1) 


sind in diesem Falle durch die linearen Relationen 


sinz(c-+a) — 


u,(x) 


u,®) 0 sinz x g 


verbunden, für welche die Richtigkeit der Gleichungen (49) und (50) 
unmittelbar bestätigt werden kann. Die allgemeine Lösung läßt sich 
in der Form 
N 
LE) Tel ““ 
u(2)= Für a) » ACT E lei 
n>1 
schreiben. 

200. Wie schon in Kapitel 11 erwähnt, gibt es viele Differenzen- 
gleichungen, welche sich mit Hilfe hypergeometrischer Reihen auf- 
lösen lassen. Die einfachsten unter ihnen sind auf die folgenden vier 
Typen zurückführbar: 
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n 


5) I-1@-1)@-29)- 9), +2) Au@)=0, 


i=0 a 


6) I NY@+N)E+2)- -&+i1) (4 2) Auß@)=0, 


5) I-NY@-1)@-2).-@- (a4 2% )Au@) Mh 


i=0 


n 


(54) D- Nz@t1)@+i- 1, %)Au@)=0. 


i=0 


Dabei setzen wir a, —1 voraus. Bei der ersten und dritten Gleichung 
liegt die erste Normalform vor, bei der zweiten und vierten hingegen 
die zweite Normalform. Betrachten wir zunächst die Gleichung (51). 
Für diese finden wir 


= Sei e+1)- Heart), 


und unter Heranziehung der für o > 0 konvergenten Entwicklung 


L sn @ e(e+1) 


red arerear di: 


können wir daher die Relationen 


n = De@+1.-(e+i- 1a, 


A$=-Ddee+Y (eti- U, 


und 


| Bao oo Ye en o 


aufschreiben. Der Einfachheit halber seien die Wurzeln &,,d,...,4, 
der determinierenden Gleichung f,(0)=0 alle verschieden und in- 
kongruent. Ferner seien ß,ßy---,ß, die Wurzeln der Gleichung 
(0) =0 und ya Yır---,Y, die Wurzeln der Gleichung of,(e-+ 1) 
—f,(o +1). Mit Hilfe der Rekursionsformel (12), welche die Gestalt 


[e.fo e+D-h +1) -- 64H) (et) fı (e+»)l 
Bel ur hetero role) 


annimmt, gewinnen wir dann für o—=«, die Lösung 


T(e) . (eye nr) 
u, (x) = el -@- Pf) Sr: era 
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wobei zur Abkürzung 
(e|)=e(@+1)--(@+r—1) 
gesetzt ist. Durch Permutation der Indizes bei den «, ergeben 


sich insgesamt n linear unabhängige Lösungen. Die Reihen sind, wie 
man durch einfache Abschätzungen erkennt, für 

o>—Rb,)—n 
absolut konvergent, was mit den allgemeinen Ergebnissen im Ein- 
klang steht. 

Die Lösungen sind meromorfe Funktionen, die in den Punkten 
0-2, ... md ek ee Pe ee Sr 
einfache Pole haben; wenn b, eine ganze Zahl ist, rücken unendlich 
viele dieser Pole zusammen und geben zur Entstehung von Doppel- 
polen Anlaß. 

Das asymptotische Verhalten der Lösungen kommt in den 


Gleichungen 
lim u,(e)=1 (=1,2,...,n) 
2)» 
zum Ausdruck, wofern x im Winkelraume — a +-e<arcr <n—e 


nach Unendlich wandert. 
Die obige Reihe ist eine verallgemeinerte hypergeometrische Reihe, 
aufgefaßt als Funktion eines der in den Nenner eingehenden Para- 


meter, Man sieht also (unter Unterdrückung des Faktors ne 3 
c<+e, 
daß eine derartige Reihe eine meromorfe Funktion von x mit 
Polen in den Punkten —b, — n, db, —n—1;, 1, —n— 2... 
und —a, —1, &, —2,... ist und für |2]—oo bei 
— a+te<arce <n— e gleichmäßig gegen 1 strebt. 
Die Gleichung (52) hat » Lösungen von der Form 
I(2—«,) f (a —yro!r— 1). (a, —ya|r—1) 
u, (2) = — 314 (ld, — PB 2 0 (&ı=?Yn 
Or re a een rosa 


wobei die Konvergenzbedingung 
o<Rb)tn+ 1 
heißt. 
Für die Gleichung (53) seien Ög> d43:-.,0, die Wurzeln der 
Gleichung of,(e +1)=f,(e)- Dann wird eine Lösung durch die 


für 0 > — R(b,) absolut konvergente Reihe 
I) (5,91). (dm re, +r—1)- (aß, Frl) 
u — 1 ı a 
(® T(e+a => vl, —ag+ Um). +1 te 


dargestellt, und durch Vertauschung der Indizes bei den Größen 
& > lyy...,@, ergeben sich insgesamt n linear unabhängige Lösungen. 


Dreizehntes Kapitel. 
Die Untersuchungen von Birkhoff. 


201. Statt eine einzige Differenzengleichung n-ter Ordnung, etwa 


Id @) ul +) 0 
i=0 


zu betrachten, kann man auch ein System von n Differenzengleichun- 
gen 1. Ordnung 

n 
(1) u,(@ +1) = DD p,,(@)u,(®) G.—.1,2,.05,%) 


j=l 
ins Auge fassen; durch die Annahme 
u)=ul) va + )=wle), ..; uetn-1)=u (ek) 


erhält man aus einer Differenzengleichung „n-ter Ordnung ohne 
weiteres ein derartiges System. Der durch Verwendung des Systems (1) 
an Stelle einer Gleichung „-ter Ordnung erzielte Vorteil besteht, wie 
Birkhoff [r] hervorgehoben hat, darin, daß man sich dann der ein- 
fachen und übersichtlichen Matrixbezeichnung zu bedienen vermag. 

Durch Ausführung dieses Gedankens hat Birkhoff viele interessante 
_ und schöne Ergebnisse gewonnen, zu denen wir in Kapitel 11 unter 
anderen Gesichtspunkten gelangt sind. Wir wollen im folgenden zu- 
nächst von der Birkhofischen Methode sprechen, und zwar hauptsächlich 
von dem Ansatze, weniger von den Einzelheiten der Theorie. Nach- 
her werden wir uns dem Riemannschen Problem für Differenzen- 
gleichungen zuwenden, das ebenfalls zuerst Birkhoft [2] behandelt hat. 


81. Die symbolischen Matrixlösungen, 


202. Wir nehmen an, daß die Koeffizienten p,,(x) im System (1) 
rationale Funktionen von x sind, die im Unendlichen einen Pol 
höchstens w-ter Ordnung aufweisen. Außerhalb eines Kreises von 
genügend großem Radius soll also ,, (x) in der Gestalt 


(2) Di; () = Pi; u 2. Di} Bu ar GE 
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darstellbar sein. Ferner setzen wir zunächst voraus, daß die Wurzeln 
01 093: --,0„ der charakteristischen Gleichung 


(3) Id; — d,0|=0 (6,; = 0 für j#i; 6, —1) 


alle voneinander und von Null verschieden sind. Dann gibt es, wie 
man durch Eintragen und Koeffizientenvergleichung erkennt, n dem 
System (1) formal genügende Systeme von Funktionen 


(1) 

\ N Ds 15 
a,,(®) = x" * (o,e EM [++], 
(1) 7 
s I a, cm 
(4) a, rel Kieser |» 
ee 
a,,@) ==" (e; en’ er ne; 


wobei j=1,2,...,n zu nehmen ist und die Determinante |a,,| einen 
von Null verschiedenen Wert hat. Die Ausdrücke (4) stehen in Ana- 
logie zu den bei Differenzengleichungen „n-ter Ordnung von ver- 
schiedenen Forschern, z.B. von Galbrun [1, 2] und Horn [1ı, 2], benutzten 
formalen Lösungen, welche die Lösungen asymptotisch darstellen. 

Statt die Wurzeln der charakteristischen Gleichung (3) als von- 
einander und von Null verschieden anzunehmen, genügt es für 
unsere Betrachtungen, die Existenz von n formalen Lösungssystemen 
der Gestalt (4) mit |@,,;| + 0 vorauszusetzen. Auch dann kann keine 
der Wurzeln der charakteristischen Gleichung, die wir uns nach ab- 
steigendem Absolutbetrage: 

lelale a >|e,| 


geordnet denken, gleich Null sein. Hieraus folgt, daß die Determinante 
|2:;| von Null verschieden ist. Wenn nun die Funktionen 


HR) Ua 5) 
Ua ®), Ugo (2); a a Una &) 
Un (&), Hon (x) ’ IE Sn, U, n «) 


n linear unabhängige Lösungen des Systems (1) darstellen, so sagen 
wir, daß das System der u,,(&) eine Matrixlösung U(x) von (1) ist. 
Das System der Koeffizienten Pi; (@) bildet eine zweite Matrix, die 
Koeffizientenmatrix P(x), und die ns Gleichungen, denen die Funktionen 
u; ) genügen, lassen sich in die einzige Matrixgleichung 


(8) VUe+1)=PAR)U(«) 


u 
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zusammenfassen. Diese kann auch in der Form 
(5*) Ue- I)= Pie —-1)U(e) 


geschrieben werden. Bedeutet U*(x) eine partikuläre Matrixlösung 
des Systems (1) oder der Gleichung (5), so erhält man die all- 
gemeine Matrixlösung offenbar durch den Ausdruck 


II(«) U*(«), 


wobei I//(x) eine Matrix willkürlicher periodischer Funktionen von 
der Periode 1 mit nichtverschwindender Determinante bezeichnet. 

Das Problem der Auflösung des Systems (1) läuft also auf die 
Aufsuchung einer Matrixlösung hinaus. Zwei symbolische Matrix- 
lösungen können sofort angegeben werden. Schreibt man nämlich die 
Gleichung (5*) für +1,02 +2,... und die Gleichung (5) für « —1, 


x — 2,... auf und multipliziert je die entstehenden Gleichungen, so 
gewinnt man die beiden symbolischen Lösungen 

(6) U) rer e1). 

und 

(6*) U)=P(@—-1)P@-2):--. 


Wirkliche Lösungen werden durch diese Relationen freilich nur in 
dem Falle definiert, wo die rechtstehenden Ausdrücke gegen Grenz- 
matrizen konvergieren. Aber auch dann, wenn dies nicht zutrifft, 
lassen sich die letzten beiden Gleichungen mit Vorteil zur Herleitung 
von Lösungen benutzen. 


82. Die Hauptmatrixlösungen. 


203. Es sei A(x) die aus den formalen Lösungen (4) gebildete 
Matrix und B(x) die Matrix, welche aus A(x) entsteht, wenn die in 
den formalen Lösungen auftretenden Reihen beim k-ten Gliede ab- 
gebrochen werden. Mit Hilfe der Matrix B(x) kann man die sym- 
bolischen Lösungen so abändern, daß Konvergenz eintritt. Man bilde 
nämlich für m—=1,2,... die Matrixfolgen 


(7) v@)=P*(&)P'(@+1)--- P’@+m—1)B(e+m) 
und 

(7*) v,@)=P(&—-1)P@—2):-- P@&—m)B(@— m). 

Dann zeigt sich, daß z. B. jede Determinante aus den ersten A Spalten 


(A=1,2,...,n) und der :-ten, j-ten, ..., l-ten Zeile der Matrix V„(@) 
für hinreichend großes k bei zunehmendem m gegen eine Grenzfunktion 
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_ 


v,, ‚,(x) konvergiert und daß diese von der speziellen Wahl von k 
unabhängig ist. Ebenso ist es für die Determinanten aus den letzten 


ı Spalten und der ;-ten, j-ten, ..., l-ten Zeile von V,, (x). Ihre Grenz- 
funktionen seien v,,,..,(8)- 
Die Grenzfunktionen »,,...„ (x) und v,,.. ‚() sind analytische Funk- 


tionen von x, welche. in der. ganzen Be Ebene bis auf Pole 
regulär sind. Diese liegen bei Y;,...1(®) in den zu den Polen « der 
Elemente von P-! (x — 1) kongruenten Punkten e —1, € — 2,... und 
beiv,,..., (x) in den zu den Polen y der Elemente von P(x) kongruenten 
Punkten y-+1,y-+-2,.... Auch das asymptotische Verhalten der Grenz- 
funktionen läßt sich angeben. Wenn nämlich x auf einer unter 


einem Winkel höchstens vom Absolutbetrage > gegen die positive 


reelle Achse geneigten Halbgeraden ins Unendliche wandert, wird 
die asymptotische Form von Y;,...1(@) durch die entsprechende Deter- 
minante der Matrix A (x) geliefert, und gerade so ist es bei Y5,...1@) 
auf einer Halbgeraden unter einem Winkel höchstens vom Absolut- 


betrage — gegen die negative reelle Achse. 


Der Beweis für diese Tatsachen ergibt sich bei 4=1, wo es 
sich also darum handelt, zu zeigen, daß beispielsweise die Elemente 


der ersten Spalte von V_(x) gegen Grenzfunktionen »,(x) konvergieren, 
durch unmittelbare Abschätzung. Der Fall 4/=2 ist dann hierauf 
zurückführbar. Es zeigt sich nämlich, daß die Determinanten aus 


den beiden ersten Spalten von V, (x) miteinander in analoger 
Weise durch ein gewisses Differenzensystem verknüpft sind, wie es 
bei den Elementen der ersten Spalte der Fall ist. In ähnlicher 
Weise kann man nachher zu A=3,4,... weitergehen. 

Aus den Determinantengrenzfunktionen v,, ,(x) und Y,,...1(%) 
lassen sich nun Lösungen des Systems (1) herleiten. Zunächst bilden, 
wie man sich leicht überzeugt, die Grenzfunktionen v,(®),--,0,(@) 
der letzten Spalte von V, (x) und die Grenzfunktionen vd, (X), ..., v, (X) 


m 
der ersten Spalte von V, (x) schon selbst ein Lösungssystem von (1). 
Wenn alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung einander gleich 


sind, konvergiert sogar jede Spalte von V, (x) und Vv„(@) gegen eine 


analytische Lösung des Gleichungssystems (1), so daß man. zwei 
Matrixlösungen von (1) bekommt. Dies trifft z.B. zu, wenn 


p® 
Pi; (&) = 9,5 — a neh 


ist. Dann konvergieren die symbolischen Lösungen selbst gegen 
Grenzmatrizen. Im allgemeinen erhält man jedoch nur die beiden 


erwähnten Lösungen aus den Grenzfunktionen der letzten bzw. ersten 
Spalte. 
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Bei der Herleitung von Lösungen des Systems (1) aus den 
Grenzfunktionen v,;(&), ... und v,, (®), ... spielt das Summationsproblem 
herein. Zur Summierung einer gegebenen Funktion benutzt Birkhoff 
ein Verfahren von Carmichael [fr], welches Ähnlichkeit mit der von 
Guichard [1] verwandten Methode (Kap. 3, $1) hat. Hierdurch ent- 
stehen schließlich zwei Matrixlösungen U (x) und U (x) von Funktionen 


u, (x) und u; (x), welche Birkhoff die erste und zweite Hauptmatrix- 
lösung nennt. Sie sind folgendermaßen charakterisiert. Es ist 


(8) 4, \2)==%,(@); Mn-ı®) 4.) (Br, 
| oe 
und ; 
(8*) n,,(&) = 3,(@), ee. 
; u; (x) U;g (x) 2 


Die Funktionen N;; (x) und u;,(x) sind bis auf Pole überall im End- 
lichen regulär. Diese befinden sich bei u; (x) in den zu den Polen « 
von P”!(& — 1) kongruenten Punkten « —1,«@ — 2,... und bei 4; (x) in 
den zu den Polen y von P(x) kongruenten Punkten y+1, y+2,.... 
In einer nach rechts bzw. links unbegrenzten Halbebene lassen sich 
4,;(%) und %,,(&) asymptotisch durch die formalen Lösungen a,,(®) 
darstellen. 


204. Zwischen den beiden Hauptmatrixlösungen muß eine Re- 
lation von der Form 


(9) U()=II(a)U(«) 


bestehen, in der //(x) eine Matrix periodischer Funktionen N, (x) 
bedeutet. Die Bestimmung des Baues dieser Funktionen bildet einen 
der Hauptpunkte der Birkhoffschen Theorie. Durch eine passende 
Transformation unter Heranziehung der Gammafunktion läßt sich er- 
reichen, daß die Koeffizienten #,, (x) im System (1) Polynome u-ten 
oder niedrigeren Grades werden. Zur Festlegung der 7,,(%) braucht 
man nur ihr infinitäres Verhalten in einem senkrechten Streifen von 
der Breite 1 zu untersuchen, ähnlich, wie wir in Kapitel 11 und 12 
vorgegangen sind. Das Ergebnis ist, daß die ”,,(x) rationale Funk- 
tionen von e?*i* von folgender Gestalt sind: 


n,@)=1-+ Per drin 2... 4 e2rir grine, 
ur 2 0 1) (n-1) ori 
la) errechnen... HesTereemde] 


(+). 


Dabei bedeutet A,, die kleinste ganze Zahl, die mindestens gleich dem 
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reellen Teil von 
1 
5,, (08 0, — 108 0,) 
ist. 
Ein einfaches Beispiel bildet die Differenzengleichung der Gamma - 
funktion. Bei dieser ist 


— di 


Dia 


ul) = T'(«), Blx)= er” 
(x) — 1 — e?#iz, 


Mit Hilfe der Ausdrücke (10) für die r,,(x) beherrscht man nun 
das asymptotische Verhalten der Elemente” der Hauptmatrixlösungen 
auf beliebigen Radienvektoren. Hierbei gelangt man zu ganz ähnlichen 
Ergebnissen, wie wir sie früher in Kapitel 11 kennengelernt haben; 
beispielsweise treten singuläre Richtungen auf. 


83. Das Riemannsche Problem. 


205. Durch die angeführten Eigenschaften sind die Hauptmatrix- 
lösungen eindeutig bestimmt. Es seien nämlich U(x) und U («) zwei 
Matrizen eindeutiger, bis auf Pole im Endlichen regulärer analytischer 
Funktionen ,, (x) und u; (x), für welche in einer nach rechts bzw. 
links unbegrenzten Halbebene die Relationen 

lm u,,(@)a #70 725 —a,,, 
Izl>» ” e 
TA (la,,|# 0) 
lim u, (Jar o, "x n= a,, 
|e]>» 
bestehen. Ferner seien U(&) und U («) durch eine Relation 


U (x) = IT(@) U (@) 


verbunden, in der die Elemente von //(x) periodisch mit der Periode 1 
sind. Dann stellen U(x) und U(x) die erste und zweite Hauptmatrix- 
lösung einer Gleichung (5) dar, für welche die Elemente der Koeffi- 
zientenmatrix P(x) rationale Funktionen von & sind, wenigstens, wenn 
01> Qg> ---, 0, voneinander verschieden sind. 

Um dieser Eigenschaften willen bezeichnen wir die Größen 95 N ce 
als die charakteristischen Konstanten von U (x) und U (&). Es erhebt 
sich nun ganz naturgemäß die Frage, ob es immer möglich ist, ein 
System (1) von Differenzengleichungen mit vorgeschriebenen charakte- 
ristischen Konstanten zu konstruieren. Dieses Problem wollen wir das 
Riemannsche Problem für Differenzengleichungen nennen. Mit Hilfe 
von Methoden zur Behandlung des allgemeinen Riemannschen Pro- 
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blems für Differentialgleichungen hat Birkhoff [2] bewiesen, daß immer 
ein System (1) mit Matrixlösungen U (x) und U(x) existiert, welches 
entweder die vorgeschriebenen charakteristischen Konstanten Op N Er 
oder wenigstens die charakteristischen Konstanten OF a FE en) mit 
ganzzahligen ],, 1,,..., l, aufweist. 


206. Als ein Beispiel für die Ideenbildung des Riemannschen 
Problems, die Bestimmung einer Differenzengleichung durch charakte- 
ristische Eigenschaften der Lösungen, wollen wir noch das Problem 
der hypergeometrischen Differenzengleichung erwähnen [11, ı4]. Gesucht 
sei eine Funktion mit folgenden Eigenschaften: 

1: Sie ist eindeutig und meromorf. 


2. Zwischen drei Bestimmungen der Funktion in einem Punkte 
besteht eine lineare homogene Relation mit periodischen Koeffizienten. 

3. Es gibt zwei Bestimmungen u'®(x) und u#”(x) der Funktion, 
deren ‚Poleim.den Punkten o, &:— 15 «@ —'2,...5 @, 0.1, d =... 
legen und einfach sind; die Funktionen #u'®(x) und ##)(x) sind von 
der Form 


ed -L(ı+, un (L" (+9), 


wobei e(x) und € (x) für — z tar <Z bei |x|— co gleichmäßig 


gegen eine Konstante streben. Es gibt zwei andere Bestimmungen 
u® (x) und u) (x), deren Pole in den Punkten y„y-+1,y-+2,...; 
yY,y+1,y'+2,... liegen und einfach sind; die Funktionen 4% («) 
und u) (x) sind von der Form 


m er 


wobei & (x) und e’(x) für — =: <arcıs— - gleichmäßig gegen eine 
Konstante streben. 


4. Zwischen den Konstanten «, «', ß, P', y, y besteht die Relation 


P+ß+r+Yr=etd +3. 


Nützt man die eben ausgesprochenen Bedingungen aus, so erkennt 
man, daß u(x) einer Differenzengleichung zweiter Ordnung genügen 
muß. Diese kann in einer der folgenden drei Formen geschrieben 
werden: 


@+2-)@+2—-)u@+2) 
— (22°+ As + Bu +) +@- oe —d)uk)= 0, 


Nörlund, Differenzenrechnung. 25 
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wobei 


A=4—-a-d-y-y, B=ad—-PE+Y—- 22) 
ist, oder 
ray +2)Arl) | 
+ßÜt+B+N+PR + —-2)y— 2) - ea) Au@+PPfuR)=0 


oder schließlich 


2 


3 EA 


a 


+[alı HB+B)-BB-C+D@+DHr7]Au@) + PRUlR)=0. 


Wenn die Differenz $# — f’ keine ganze Zahl ist, finden wir aus der 
letzten Gleichung nach dem in Kap. 12, $ 1 eingeschlagenen Verfahren 
die Entwicklung 


ER -SFl+r-e-1, Btr—a-1, 8: B-P+l, 2-a+ß), 
wobei 


eßr , lH) BB) 7C+D) 
1-6-2 ' T2.9(ö+1)2(z+1) 


Re,» 0)=1H| 


sein soll und die Reihe für > R(«’) konvergiert. Durch Vertau- 
schung von f und f’ entsteht die Lösung u”(x), und aus den asympto- 
tischen Eigenschaften von u (x) und u”)(x) können wir schließen, 
daß die durch Eintragung von «’ statt « in den Ausdruck für ua (x) 
zustandekommende weitere Lösung sich auf u@)(x) reduziert, daß also 
. I(&—e) 

( ht am riet MER FER IR RR _ er PER IR EN; 
u) (x) = ee en, e—1, P+r!—-e—-1,B; B-P+l, 2’ +Hß), 
gilt (> N(e)). Diese Tatsache im Verein mit der Transformations- 
theorie der Fakultätenreihen führt zu zahlreichen Transformationsformeln 
für die verallgemeinerten hypergeometrischen Reihen F(e, ß,y; ö,=). 

Die Funktionen u’ (z)sund u) (x) erweisen sich als meromorfe 
Funktionen mit einfachen Polen in «a, @—1, e=2,..; 0, @-—1, 
@—2,.... Im Winkel -a+e<arce<n—e (e>0) gilt gleich- 
mäßig 

im Au )=1, im u N)=1. 
|2]>» ||» 

Weiter wollen wir auf die interessanten in diesen Fragenkreis 

gehörigen Untersuchungen nicht eingehen. 


Vierzehntes Kapitel. 
Vollständige lineare Differenzengleichungen. 


207. Wie man zum Studium einer inhomogenen linearen Differential- 
gleichung mit Vorteil von der entsprechenden homogenen Gleichung 
ausgeht, indem man z. B. durch das Lagrangesche Verfahren der 
Variation der Konstanten die Integration der inhomogenen Gleichung 
auf die Auflösung der homogenen Gleichung und Quadraturen zurück- 
führt, so ist es auch bei einer vollständigen linearen Differenzen- 
gleichung 


(a) Id du@+)= Pl) 


angebracht, gleichzeitig die homogene Gleichung 


(2) ni )u@+)=0 


zu betrachten. Auf diese Weise erzielt man insbesondere eine natur- 
gemäße Scheidung der Fragen, die mit den Koeffizienten p,(«) im 
Zusammenhang stehen, und der Fragen, bei denen die rechtsstehende 
Funktion p (x) hineinspielt. p (x) kann ja möglicherweise von ganz anderer 
und viel verwickelterer Natur als die Koeffizienten P,(x) sein. Wie 
mannigfaltig die Probleme sind, die sich durch die Beschaffenheit 
von p(x) darbieten, läßt sich schon nach den in den Kapiteln 3, 4 
und 7 bei den inhomogenen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten 


(3) ale +1) -u@)=Pl) 
und 
ulc+1)+u(e) = 2o (x), 
Au) = pie), 


Vu) pe) 


festgestellten Tatsachen vermuten. Durch das eingehende Studium der 
speziellen Gleichung (3) im Verein mit den Ergebnissen über homogene 
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lineare Differenzengleichungen aus den letzten Kapiteln haben wir 
aber auch schon die Mittel zur Auflösung der allgemeinen Gleichung (1) 
gewonnen. Wir werden nämlich in $ 1 zeigen, daß sich die Auf- 
lösung der Gleichung (1) durch eine der Variation der Konstanten 
analoge, von Lagrange [1,2] herrührende Methode auf die Auflösung 
der homogenen Gleichung (2) und Summationen zurückführen läßt; 
die Summationen spielen hier die Rolle der Quadraturen bei den Dif- 
ferentialgleichungen. In manchen Fällen sind auch andere Verfahren 
anwendbar; Beispiele hierfür werden wir an mehreren Stellen kennen- 
lernen. 


81. Die Methode von Lagrange. 
Einiges über die unvollständige Gammafunktion. 


208. Offenbar genügt es, eine partikuläre Lösung U(x) der voll- 
ständigen Gleichung (1) zu ermitteln. Denn bilden die Funktionen 
u, (%), 9, (X), -.-, w,(x) ein Fundamentalsystem von Lösungen der 
homogenen Gleichung (2), deren allgemeine Lösung dann 


aut), + +7, u, (2) 
lautet, so ist 
4) er, ++ +n,u, (X) + UlR) 


die allgemeine Lösung der Gleichung (1). 
Der Einfachheit halber denken wir uns der Betrachtung statt der 
Gleichung (1) die Gleichung 


n-1 
(1%) ua+n+ au +) PR) 

i=0 
zugrunde gelegt und setzen, unter u, (&), U, (%), ...,u,(x) ein Funda- 


mentalsysem der entsprechenden homogenen Gleichung 


(2*) u@+n+ N g@)u@+)=0 
verstehend, eine Partikulärlösung U (x) von (1*) in der Form 


(5) Uß)= (u, @)+ sul) ++ c„(z) u, (&) 


an. Dabei bedeuten c,(z), c,(&), ---, c„(x) Funktionen von x, die so 
zu bestimmen sind, daß der Ausdruck ( 5) der Gleichung (1*) genügt. 
Zu dieser einen Bedingung können wir, da wir über n Funktionen zu 
verfügen haben, noch (n — 1) weitere Bedingungen hinzunehmen. Diese 
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wählen wir so, daß sich U(@+s) für s=1,2,...,n—1 bilden läßt, 
als ob die c,(x) periodische Funktionen in x mit der Periode 1 wären. 
Es soll also für s=0,1,..,n—1 


n 


(5*) U(x-+s) - ) c,(x)u,(& + s) 


i—1 


sein. Dies ist der Fall, wenn für s=1,2,...,n u 1 die Gleichungen 


(6) LI As n@+9)=0 


erfüllt sind. Tragen wir die Ausdrücke (5*) in die Gleichung (1*) ein, 
so ergibt sich an Stelle der Forderung, daß U(x) die Gleichung (1*) 
befriedigen soll, zu (6) die weitere Relation 


n 


(7) I As) tn)=o(e). 


= 


In (6) und (7) haben wir ein System von n linearen Gleichungen 
für die n Unbekannten N c, (x) vor uns. Es ist auflösbar, weil seine 
Determinante als Determinante eines Fundamentalsystems für alle zu 
den singulären Stellen der homogenen Gleichung (2*) inkongruenten 
Werte von x von Null verschieden ist. Am bequemsten gestaltet sich 
die Auflösung, wenn man die Multiplikatoren u,(x) der Gleichung (2*) 
heranzieht. Vergleichen wir nämlich die Beziehungen (6) und (7) mit 
den nach Kapitel 10, $ 3 für die Multiplikatoren gültigen Relationen 


n 
RT NEE 
Zuemlard)=t, fürs—n, 


so bekommen wir 
Acs@)= PR) u). 


Wofern die rechtsstehende Funktion summierbar ist, heißt eine Par- 
tikulärlösung dieser Differenzengleichung für die Funktion c, (x) 


c,(x) = N (2) 1,2) Az; 


die gewünschte Partikulärlösung der Gleichung (1*) ist daher 


(8) HOEDBHAONTIOTAOFNZ 
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Da sich die Multiplikatoren u,(x) bei Kenntnis des Fundamental- 
systems u, (X), u, (2), .--, u, (x) unmittelbar aufschreiben lassen, haben wir 
hiermit, wie angekündigt, die Auflösung der vollständigen Gleichung (1*) 
auf die Auflösung der homogenen Gleichung (2*) und Summationen 
zurückgeführt. Gleichzeitig ist dadurch unter der Voraussetzung, daß 
die homogene Gleichung (2*) ein Fundamentalsystem von Lösungen 
besitzt und die Funktionen @(x) u,(x) summierbar sind, der Beweis 
für die Existenz einer und damit sogar der allgemeinen Lösung der 
vollständigen Gleichung (1*) erbracht. 

Praktisch kann zur Ermittlung der Multiplikatoren oft mit Nutzen 
die adjungierte Differenzengleichung 


n 
"+ I n-@+Nyne@+)=0, 
er 
welcher sie Genüge leisten, herangezogen werden. 
209. Als Beispiel wollen wir die Gleichung 1. Ordnung 
(9) „+1 - gW)u@)= Pk) 


betrachten. Nach Kapitel 10, $ 4 ist, wenn die Funktion log q(®) 
summierbar ist, 


= 
S log q (z) /s z 
u, ®) ee 


eine Partikulärlösung der homogenen Gleichung 
u@+1)—-g@)u@)=0. 


Der Multiplika:or u, (x) hat den Wert 


u, (2) = Sn 


und die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung lautet 


” (x) et (®) u, 3) = u, (®) N en Az. 


Besonders interessant ist die Gleichung 
(10) u@+1)—xu()=k 
bei konstantem k. Hier hat die homogene Gleichung 


u@ +1) zuß@)=0 
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die Fundamentallösung 


u,@)= I), 
und der zugehörige Multiplikator ist 


1 
Haren 
Da die Reihe 


S 1 
Press 


für alle endlichen x konvergiert, heißt eine Partikulärlösung der Glei- 
chung (10) somit 


x u r ; 
OEL SCHE re 240 re 


s=0 


x 1 
Eu 22 zc+1):--- (+) 


Geht man von dieser Fakultätenreihe für U(x) zur Integral- 
darstellung über, so gewinnt man 


1 
U)=— ke tr-te-tdt (s:>.0). 
0 
Das rechts auftretende Integral entsteht aus dem Eulerschen Integral 
für die Gammafunktion 


Ta) jtr-1e-dt (0>0), 
u 


wenn die Integration statt bis {=oo nur bis zum Punkte ?=1 geführt 
wird. Dies legt nahe, dem Werte k = — e”! besondere Beachtung zu 
schenken. Dann erhält man nämlich an Stelle von U(x&) unmittelbar 
die Funktion 


1 
(11) P(«) = [t=-!e-taı ( >0), 
u 
die man wegen des geschilderten Zusammenhangs mit der Gamma. 


funktion als unvollständige Gammafunktion bezeichnet (Prym [1]). 
Diesen Namen trägt auch die Funktion 


(12) = Ti) Pa) = [ertetat, 


und allgemeiner heißen unvollständige Gammafunktionen die beiden 
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Funktionen 

0 
(13) P(x, 0) — [tr-1e-tdt, @,0)= Sa, 

0 


bei denen der Integrationsweg des Eulerschen Integrals durch einen 
beliebigen, auch im komplexen Gebiet wählbaren Punkt !—=_ mit 
R(o)> 0 statt durch den Punkt ?—=1 zerlegt wird. 

Die Funktionen P(x,o) und O(x,o) sind sehr interessante spe- 
zielle Funktionen. Unserer Herleitung entsprechend erscheint in ihnen 
zunächst x als Veränderliche und o als Konstante. Man kann aber 
auch x fest und o veränderlich annehmen und P(x,o) und 0 (x, 0) 
als Funktionen der komplexen Variablen o untersuchen. Beispiels- 
weise entstehen für —=0 und =}! aus Q(x,0) Funktionen Q(0, 0) 
und O(3,_), die mit dem Integrallogarithmus bzw. der Krampschen 
Transzendenten nahe verwandt sind. 

Wir können hier auf die Theorie der unvollständigen Gamma- 
funktionen nicht näher eingehen und müssen uns miteinigen Andeutungen 
begnügen. Die Funktionen P(x)= P(x,1) und O@)=0Q(x,1) ge- 
nügen den beiden Differenzengleichungen 


(10*) P(x<+1)—-zP(@)=—-e-!, 
(2035) Ol +1) — Ola) = er! 
P(x) läßt sich durch die Fakultätenreihe 
BT 1 
(14) Pia)=e Pegarn 


darstellen, die in der ganzen endlichen x-Ebene außer in den Punkten 
x =0,—1,—2,... konvergiert. Somit ist die Funktion P(x) eine 
meromorfe Funktion von x, mit einfachen Polen in den eben angeführten 
Punkten. Ferner schließt man aus der Fakultätenreihe (14), daß für 


7 7 
- 7, Sarcıe 2 
(15) lim P(x)=0 


|z2]>» 
gilt; offenbar ist die Funktion P(x) die einzige Lösung der Differenzen- 
gleichung (10*), für welche eine derartige Grenzbedingung besteht. 
Die Mittag-Lefilersche Partialbruchreihe für P(x) erhalten wir am 
einfachsten, wenn wir im Integral (11) die Exponentialfunktion in 
eine Potenzreihe entwickeln und gliedweise integrieren, und zwar er- 
gibt sich 


(16) eg 
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Die Residuen von P(&) in den Polen z=0,—1,-—2,... sind also 


(— 1)° 


gleich ee d. h. gleich den entsprechenden Residuen der Gamma- 


funktion. Die Funktion P (x) zieht demnach die sämtlichen Pole der 
Gammafunktion an sich, sodaß Q(x) eine ganze transzendente Funktion 
ist. Die Werte von P(«) und O (x) für die positiven ganzen Zahlen 
bekommt man leicht zu 


Pintyenlı- 134) ty -% I 


s=0 g=0 


Die Funktionen P(®,0) und Q(x,o) leisten den Differenzen- 
gleichungen 


Pe +1,0—-xzP(&,0)= - e- 0%, 
0&+1,09-20m0)=erte 


oder auch beide der homogenen Differenzengleichung 2. Ordnung 


u +2)-@toe+1)u@)+oxu@)=0 


Genüge. P(x,o) ist eine meromorfe Funktion von x mit einfachen 
Polen in den Punkten = 0, — 1, — 2,... und gestattet die Entwick- 


lungen 
8 


or“ 1 eg = 


und 


Sen S 
PR-e2 st x+s 


Q(x, 0) hingegen ist eine ganze transzendente Funktion. Von Mellin 
(Lindhagen [1], p. 33) rührt die Integraldarstellung 


(17) T(1—x)o” ae 0) [Sr (<1, R(o)>0) 


her. Setzt man 


wobei die ,(o) mit den Laguerreschen Polynomen im Zusammen- 
hang stehen, so gewinnt man aus dem Mellinschen Integral die 
Newtonsche Reihe 


a ee Ina)  E>ue>0) 
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von der Integraldarstellung (13) aus hingegen ergibt sich die Fakultäten- 


reihe 


(19) De %, = o-2 3) Bi | (0 > 0, % = 0). 


— (ce +1)---(<+5) 


Die letzten beiden Entwicklungen sind von Lerch [7] gefunden worden. 
210. Für die allgemeinere Gleichung 


(20) u +1) — zu(e)=g(x) 


bekommen wir die Partikulärlösung 


Pa+9) _ zonS 
(21) U(& re) Dee, -3 z(z-+1)--- (© + s)” 


wofern die rechtsstehende Reihe konvergiert. Dies ist z. B. der Fall, 
wenn p(x) in einer Halbebene 6 >c regulär und daselbst 


: N | P@+n) | 
im sup VS <1 


n>—2 


ist. Dann ist die Partikulärlösung (21), wie man leicht sieht, die einzige, 
für welche 
U(x<-+n) 


ni I(<-+n) Re 


n>xao 
gilt. 
Wenn @(x) ein Polynom ist, gelangen wir auf andere Weise 
rascher zum Ziele. Es sei nämlich etwa, mittels der Newtonschen Inter- 
polationsformel dargestellt, 


m 


(22) pP) = Sar@—1)--@—s+1). 
s=, 
Machen wir den Ansatz 
m—i 
u()= I) b,(@ —-1)@® — 2). @ — s)+vß@), 


s=0 


so wird der Gleichung (20) wegen 


ua+1)= Nbe@—1).- @-stH1)+v@+1), 


a Ada 1). @—-s+1)+zxv(e) 


dA 
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genügt, wenn wir die Größen b, aus den Gleichungen 
Den. Dr, Ssemm-—1l,..1;b,=0) 
bestimmen und v(x) als Lösung der Gleichung 
ve +1) -zvu@)=n,—b, 


ermitteln. Das Gleichungssystem für die b, läßt sich leicht auflösen; 
man findet 


m 
i=s+1 


Die Gleichung für v(x) geht daher über in 


v(e +1) —xv(e) Es 


Du) 


und hat die partikuläre Lösung — e > a, P(x). Die allgemeine Lösung 
i= er 

der Gleichung (20) lautet mithin im gegenwärtigen Falle, wo p(x) das 

Polynom (22) ist, 


m—1 
m m 
(23) u@)=a(l@)T(e)—e Da;-P()— (e—1)@- 2)---@—s) Ya; 
i=0 seo i=s+1 
Die für z(x)= 0 entstehende Lösung 
m-1 
m m 
U@)=-—eIa-P@)—- Le-Y@-2):-@- 99a, 
=) s=0 i=s+1 


ist offenbar die einzige, für welche 
im Des _ 
n>o (+ n) 


di .. 
gilt; für n(xX)=e Na, ergibt sich die ganze transzendente Lösung 


m—1 


Ü (= e N a,-0(%) = Die 1)@ — 2). (we — Sa. 


0 seo i=8+ 
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8 2. Gleichungen mit konstanten. Koeffizienten. 


211. Für vollständige Differenzengleichungen mit konstanten Koef- 


fizienten 


N. 


(24) su +i)=p(x) („=1,0#0) 


0 


ı 
können eine Reihe von Betrachtungen angestellt werden, die sich zum 
Teil in sinngemäßer Weise auch auf Gleichungen mit rationalen Koeffi- 
zienten übertragen lassen. Der Einfachheit halber wollen wir indes 
hier nur den Fall konstanter Koeffizienten berücksichtigen. 

Die Anwendung der Lagrangeschen Methode gestaltet sich sehr 
einfach. Nehmen wir an, daß alle Wurzeln a,,a,,...,a, der charak- 
teristischen Gleichung 

d=t"’+c,_ 17"... -+,=0 
voneinander verschieden sind, so erhalten wir für die Multiplikatoren 
 u,(x) ohne Mühe die Ausdrücke 


=e—rz 


1 
(2) = u 


die allgemeine Lösung der Gleichung (24) heißt deshalb 


8 


ii n a1 
3 5) a, ° n 
(25) u(®) =» (2) +, a) SP) a Nz. 
i=1 i=1 a 
Beispielsweise sei die Gleichung 
| i 1 
(26) u@+1)-zu@)= pl) 


vorgelegt. Die einzige Wurzel der charakteristischen Gleichung ist 5 ; 
4 


und die allgemeine Lösung hat die Gestalt 


(> 


u@)=nl)a "HI NS pl)iA’Az, 


wofern die Funktion p(x)A” summierbar ist. Dies trifft z. B. zu, wenn 


s LG Narren 2 
lim supY|p(&@+n)| < Rn 
no» 1 
ist; dann konvergiert nämlich die Reihe 
(27) Ue)=—- Si toc+s) 


s=0 
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und stellt eine partikuläre Lösung dar. U (x) ist nebenbei die einzige 
Lösung, für welche 
S— Eee 
lim supVY|U(@+n)|< es 
n>» | h | 
bleibt. 


212. Wenn die Reihe (27) für |A|l < 1 konvergiert, können wir 
auf sie die Eulersche Transformation anwenden und gewinnen dann 


(28) uW=- I) Avk), 


x 3: A 
zunächst für en Es kann jedoch vorkommen, daß die 


Reihe (28) auch noch für andere Werte von A konvergiert. Dann 
definiert sie für diese A eine Lösung der Gleichung (26). Ein Beispiel 
hierfür haben wir schon in Kapitel 8, $ 8 kennengelernt, als wir zur 
Gewinnung der Wechselsumme den Grenzübergang A— — 1 vollzogen. 


Ein anderes Beispiel bekommen wir bei der Annahme P@W)=+, 
also beim Studium der Gleichung 
(29) wall Sun. 

A) Zu 
Die Reihe (27) liefert bei || <1 die Partialbruchreihe 

y 48+1 

s=0 
welche in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Punkte =0, —1, 
— 2,... absolut konvergiert. Diese sind einfache Pole der Funktion U (x). 
Die Entwicklung (30) bleibt auch für A—=—1 noch in Kraft und er- 


gibt dann die bereits aus Kapitel 5, $ 1 bekannte Partialbruchreihe der 
Funktion g (x): 


Die Reihe (28) führt zu der Fakultätenreihe 


= 7 s+1 ! 
U@)= D(-) ee: 


s=0 


. welche bei 


für alle endlichen x außer für x— 0, — 1, — 2,... absolut konvergent 
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ist. Für A=—1 geht sie in die Stirlingsche Fakultätenreihe für g(@): 


Ip: (4° \s! 


Aa Den. -(£-+s) 


über. Bei 


L Pr 
ar also R(Ü)= y 


ist die Reihe für o > 0 konvergent und für > 1 absolut konvergent. 
Von der Fakultätenreihe aus können wir zu der für |A|<1,0>0 
gültigen Integraldarstellung 

1 

gr-1 

0 

gelangen. 
Erwähnung verdient besonders der Fall =}, in dem die Glei- 

chung (30) 


u(c@+1)—-2u@)=- 


lautet und die Entwicklungen der Partikulärlösung U(x) sich folgen- 
dermaßen vereinfachen: 


ar! 
UW)=--— I; 
s=Uu 
ehe 
MR Enz = 2) (> 0), 


- gr 
= 2— 
0 
213. Kehren wir nunmehr zur Behandlung der allgemeinen Glei- 
chung (24) zurück. Wenn @(x) von der Form 


(31) p(X)=c”R(x) 


ist, wobei c eine Konstante und R(x) ein Polynom m-ten Grades 


(32) Re) = B% (3) 


bedeutet, läßt sich die Auflösung sehr einfach durchführen. Ver- . 


stehen wir nämlich unter v(x) ein Polynom von noch zu bestimmen- 
dem Grade und setzen eine Partikulärlösung in der Gestalt 


U(e)=c*v(e) 


DEE 


Ben ee ee er ii ereseeere  e EL 
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an, so erhalten wir zur Ermittlung von v(x) die Gleichung 


Zar erut e+9- 3 «3 (A Aue = Ayla) 3 () ve—=REe) 
s= ed El 2 


oder 


wobei f(f) wieder die charakteristische Funktion der Gleichung (24) 
bezeichnet. 

Ist nun c zunächst keine Wurzel der charakteristischen Gleichung 
fi) = 0, so kommen wir zum Ziele, wenn wir für v(x) ein Polynom 
m-ten Grades 


nehmen. Durch Koeffizientenvergleichung gewinnen wir nämlich für 
die Koeffizienten 8, das Gleichungssystem 


n 


SS ARICHE Dome 0fne m) 
0 3 
ausführlicher 
Bro) en 
re ya 


RE an 2 rm == 


ar 


dessen Determinante wegen f(c)==0 von Null verschieden ist und das 
sich daher stets auflösen läßt. 
Wenn hingegen c eine /-fache Wurzel der charakteristischen 


Gleichung ist, so haben wir für v(x) ein Polynom (m + l)-ten Grades, 


etwa 
x) =: ee. 


zu wählen; die Koeffizienten werden durch das Gleichungssystem 


n—! 
I % 5 
S5, a ee et für m), 
its (+5)! 2 


s=0 
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ausführlicher 
9 o) Er 
m I! m 
ir! ge+D (e) AL f® (e) Re 
m +)! mi 5 m—1 
ct? ee (e) cıtr! fe+D (ec) et rl (c) er: 
I! u 


Prm +2)! TPm-ı TFT is 


geliefert. 
Ein Beispiel bildet die Gleichung 


ul@ +3) Tu@+2)+16u(@ +1) - 12u(@W)=e-2”. 
Die charakteristische Gleichung 
(ö=1?—- Ti? +161—12=0 
hat die Doppelwurzel {= 2 und die einfache Wurzel {= 3, und es wird 


=, 9-0 1’Y=-2, FF"). 


\ 


Durch Auflösung des Gleichungssystems für ö, und Ö, findet man 


14 1 /z\ 
()=-56) a. 
Die allgemeine Lösung unserer Gleichung lautet daher 


u)=n,()2” +, 2-2" + 7, (2) 3” — 2" (6) + = (8)| 

214. Oft kann zur Auflösung der Gleichung (24), wie sich schon 
nach unseren Andeutungen in Kapitel 10, $ 5 erwarten läßt, mit Nutzen 
von der komplexen Integration Gebrauch gemacht werden [g]. Zunächst 
besprechen wir ein Verfahren, das eine sehr weitgehende Analogie 
mit der Methode von Lagrange aufweist. Es sei C ein aus kleinen, 
sich gegenseitig ausschließenden Kreisen um die Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung, also aus höchstens n getrennt liegenden Kurven 
bestehender Integrationsweg. Dann setzen wir eine Lösung der Glei- 
chung (24) in der Form 


Bi] 2-18, %) 
(33) lie an 


an, indem wir uns die Verfügung über die Funktion g(t,x) vorbehalten. 
Wäre g(t,x) ein Polynom (n — 1)-ten Grades in ? mit in x periodi- 


er TE ne 


USER ENTE 


re 
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schen Koeffizienten, so erhielten wir (vgl. Kap. 10, $ 5) auf diese Weise 
die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung. Wir wollen jedoch 
g(t,®) so bestimmen, daß das Integral (33) eine Lösung der voll- 
ständigen Gleichung (24) wird. Dies ist der Fall, wenn 


v £ 
U(c-+ 1) en En =0,1,...,n—1), 


U@+n)= 


A) 
2 Er 02 dt+o() 


und außerdem g(f, x) in der Umgebung der Nullstellen von f(t) in t 
regulär ist. Statt dessen können wir auch 


1 el, e+1)-e(t, «) 
er f& dt =.) (= 0, 17e.,n—2), 
C 


1 t, +1) gt, 
er 57 s(t, ®) d=o() 


fordern. Diese Bedingungen sind erfüllt, wenn wir für g(f,x) eine 
Lösung der Gleichung 


(34) ei, +1) - gl, )=ple)i” 


wählen; denn die alsdann entstehenden Gleichungen 


Far 1 2 
EZARTEOPAE (=0,1,..,n— 2), 
[04 


a AR 


f 5° 


sind sicher Fe weil die linken Seiten die Residuen der Integranden 
im Unendlichen und also wirklich O oder 1 sind. 

Die Aufstellung einer Partikulärlösung der Gleichung (24) läuft 
also auf die Ermittlung einer in der Umgebung der Wurzeln von 
f() = 0 regulären Lösung der Gleichung (34), d. h. im wesentlichen 
auf eine Summation hinaus. Ist z. B. 


. ku———— 
r— lim sup VIp(x-+ k)| 
k>» 


kleiner als der Absolutbetrag der absolut kleinsten Wurzel der cha- 
rakteristischen Gleichung, so wird die Funktion 


- No@+ sie 
s=0 


Nörlund, Differenzenrechnung. 26 
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eine Lösung der Gleichung (34), und setzen wir 


7 - Su, RE 


so ergibt sich durch Residuenrechnung aus dem Integral (33) als 
Lösung der Differenzengleichung, (24) die Funktion 


— Va,p@+s). 


s=0 


Oder ist 
PER BER 
RR (lim supY|p(« — k) ) 
k>» 


größer als der Absolutbetrag der absolut größten Nullstelle von f(f) und 


so gilt 
— ),ß,9le —_n—Ss). 
s=0 


Beispielsweise sei @ (x) gleich einer Konstanten X. Dann finden wir 


e(t,x) = K-—— 


und 
K 


om ZAkerch = 7a) 


wofern #=1 keine Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. Wenn 
hingegen ?= 1 eine etwa /-fache Wurzel ist und alle anderen Wurzeln 
einfach sind, können wir für g(t,x) die Funktion 


j_gl-® 
a 


g(t,2)=K 


nehmen; setzen wir noch 


l 
a SB 
be ro ta, 


wobei im zweiten Gliede rechts die Summation über alle von 1 ver- 


schiedenen Wurzeln der charakteristischen Gleichung läuft, so erhalten 
wir die Lösung 


K g-1—1 a Ken | 
U@)- ale d=K ZA, s ) 
[6} s= 


720) 
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Bei (@)=x und f(1)=+0 entsteht für 


ee 
elt,)=1t (1-9: 


die Lösung 


2 BIER a) 
= ai a" e 
u je 2m) Lan 10) (— 1) fd. dr aa)" 
man bemerkt leicht die Übereinstimmung dieses Ergebnisses mit dem 
in 213. erzielten Resultate. 


215. Andere auf komplexe Integration gegründete Auflösungs- 
methoden der Gleichung (24) beruhen auf gewissen Sätzen über die 
Umkehrung bestimmter Integrale, wie sie z. B. von Riemann und 
Mellin [tr] aufgestellt und von Pincherle [47, 49] in ausgiebigem Maße 
benutzt worden sind. Wenn @(x) durch ein Integral von der Form‘ 


(35) 9 (x) = ze "glt,x)d 


darstellbar ist, wobei / einen durch keine Wurzel der charakteristi- 
schen Gleichung hindurchgehenden Integrationsweg und g(f,x) eine 
inx mit der Periode 1 periodische Funktion bezeichnet, so ist offenbar 


(36) U («) a zev at 


gi 


eine Partikulärlösung der Gleichung (24). Das Problem der Auflösung 
der Gleichung (24) ist damit, wenn man so will, auf die Frage zurück- 
geführt, ob man einen Integrationsweg ] und eine Funktion g(t,x) so 
zu bestimmen vermag, daß die Integralgleichung (35) für g(t,x) er- 
füllt ist. 

Der einfachste Fall ist der, daß g(t,x) von der Form 


e(t,2)= r(x)g(t) 


ist, wobei z(x) eine periodische Funktion von x bedeutet und g(f) 
nur von £ abhängt. Dann gelingt die Ermittlung einer Funktion g(?), 
für welche die Gleichung (35) besteht, zuweilen gerade mit Hilfe jener 
Sätze über Integralumkehrung. Beispielsweise möge der Integrations- 
weg l die Strecke der positiven reellen Achse vom Nullpunkte bis zu 
einer positiven Zahl a und auf ihm keine Nullstelle von f(t) gelegen 
sein. Ferner möge sich eine periodische Funktion (x) von solcher 


Beschaffenheit ermitteln lassen, daß die Funktion en in einer gewissen 
26* 
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Halbebene 6 > c im Endlichem ‘regulär und von der Form 


(x) % % | v (2) 

On wur 
ist. Dabei soll e eine positive Zahl, x eine beliebige Zahl, 5 eine Zahl 
mit R(b)<c und» (x) eine für o > c beschränkte Funktion sein. Dann 


gilt bei y>c für alle reellen ? zwischen O und a als Umkehrung 
zur Gleichung (35) die von Riemann herrührende Formel 


yrio 


er p(5) ‚„-s 
gl) = | 0 ds, 


y-i 


unabhängig von der speziellen Wahl von y. Tragen wir diesen Aus- 
druck in (36) ein, so gewinnen wir für o > y die Partikulärlösung 


a Y+i» 


a (x dt Se 
(37) 0-50 7 [ nt ia 
0 y-i 


—in 


womit unter unseren Voraussetzungen über p(x) die Auflösung der 
Gleichung (24) in der Halbebene o > c geleistet ist. 
Die Voraussetzungen sind z.B. erfüllt, wenn p(x) im Unendlichen 


regulär und lim p(x)=0 ist, oder allgemeiner, wenn (x) in der 
2] » j 


Halbebene 0 >c>0 in die Gestalt 


ao 
b,s! 


u AN 
(38) PR) = a ZZ z@HN). -@+ 5) 


gebracht werden kann. In diesem Falle erschließt man durch An- 
wendung des Cauchyschen Integralsatzes die für o > c gültige Integral- 
darstellung 


Fe \ 
8) von) 


Dieses Integral kann in eine Fakultätenreihe der Form 


ER \ bu st! f R 
(40) U(«) 3° . (+0) (+20). -(&+(s+1)o) a, 


entwickelt werden; die b) sind lineare Verbindungen der b,, insbeson- 
dere ist 


u ee b, 
ib a8 
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Strebt x in der Halbebene o >c nach Unendlich, so liefert die Ent- 
wicklung (40) die Limesrelation 


E = b 
im za" U)=—. 
I2|>« @) f (a) 

Als Ergebnis können wir daher festhalten: Unter der Bedingung, 
daß p(x) für o>c>0 mit Hilfe einer konvergenten Fakultätenreihe 
in der Gestalt (38) darstellbar ist, existiert immer eine Partikulärlösung 
der Gleichung (24), welche für o > c die Entwicklung (40) gestattet und 
ein einfaches asymptotisches Verhalten aufweist. Ist z. B Pa), 


so erhalten wir 


0 
: 1 
1 ee 
zU(«) Fü) (0220), 


wie wir für die spezielle Gleichung (29) schon früher gefunden haben. 


216. Ein anderer Fall, in dem p(x) durch ein Integral von der 
Gestalt (35) dargestellt werden kann, ist von Mellin [11], Fujiwara!) 
und Hamburger?) angegeben worden; hierbei wird die Integrations- 
linie 2 die reelle Achse von O bis oo. Die Funktion p(x) sei in 
einem Streifen « <o< ß regulär, ferner strebe p(x) in dem schmä- 
leren Streifen te <o<ß—e(e>0) für |T|—m gleichmäßig 
gegen Null, und schließlich sei im Streifen <o<ß das Integral 


S\p(s-+ir)|dr konvergent. Man setze für positive # und festes y 


mit «<o<Pß 


dann gilt im Streifen « <o< ß die gewünschte Darstellung 


je. 


orT 


2 ri 
0 


Aus ihr ergibt sich auf Grund der Formel (36) als Partikulärlösung 


t) M. Fujiwara, Über Abelsche erzeugende Funktion und Darstellbarkeits- 
bedingungen von Funktionen durch Dirichletsche Reihen, Töhoku math. J. 17 
(1920), p- 363— 383, insb. p. 379— 383. 

2) H. Hamburger, Über die Riemannsche Funktionalgleichung. der 
&-Funktion, Math. Zischr. 10 (1921), p. 240—254, insb. p. 242— 244. 
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der Gleichung (24) im Streifen «<o<ß-+n die Funktion 


y+ti2 


(41) Jo [ei A Er 
(N) 


eh 


wofern keine der Nullstellen von f(f) auf die positive reelle Achse 
fällt. Aber auch dann, wenn f(f) auf der positiven reellen Achse ver- 
schwindet, kann durch geeignete Ausbuchtungen des Integrationsweges 
doch eine Lösung gewonnen werden. 

Ist z.B. die Gleichung 


ul +1) — ul) = I’(z) 
vorgelegt, so erhalten wir wegen 
r@)=|[ a er 
0 


für 0<y<oo zunächst die Relation 


y+io 

=. 1 = 

e = 32: f t "T(s)ds 
y-ie 

und hieraus die Lösung 
rl ak e \ 
f) 
Durch die Annahme i= — 1 läßt sich für die Wechselsumme 


der Gammafunktion die Integraldarstellung 


oo 
18- 1 et 


Sr@v:=2 at (> 0) 
0 


herleiten; ein Vergleich mit der Mellinschen Formel (17) führt dann 
zu der Gleichung 


(42) SI@WVz=2e.T@0l 2). 


S 3. Die Hilbschen Untersuchungen. 


217. In neuester Zeit hat Hilb [3, 4, 5] auf einen bemerkenswerten 
Zusammenhang der Theorie der vollständigen linearen Differenzen- 
gleichungen mit den Theorien der linearen Gleichungen mit unendlich 
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vielen Unbekannten und der Differentialgleichungen unendlich hoher 
Ordnung hingewiesen. Ist z.B. die Gleichung 


(43) ee 7 


vorgelegt, so kann man aus ihr durch Benutzung des Taylorschen Satzes 
sofort die ihr äquivalente Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung 


ur (x 
433% a _ 2 («) 


erhalten (Hilb [3]. Auf diese Differentialgleichung läßt sich ein Satz 
von Schürer [6] über Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten 


(44) 2 a,u” (@)= p(e) 


anwenden. Es sei 


x 


(x) eine ganze transzendente, der Wachstumsbeschränkung 
(45) @l<cet* 


unterworfene Funktion und % kleiner als die absolut kleinste Wurzel 
der Gleichung a(t)=0. Dann ist nach Schürer 


ER 
v=Ü 


die einzige ganze transzendente Lösung der Gleichung (44) mit der 
Eigenschaft 


(46) ac, 
In unserem Falle ist 
He 1+e Kia 
ae a (dr Ir. En 


und zi die absolut kleinste Nullstelle von a(t). Nach dem Satze von 
Schürer stellt also, wofern die Ungleichung (45) erfüllt und k < x ist, 


a u 


v=t 
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die einzige ganze transzendente Lösung der Differenzengleichung (43) 
dar, welche der Bedingung (46) genügt. Vergleichen wir dieses Resultat 
mit unserer Formel (18) aus Kapitel 4, $1, so sehen wir, daß wir ge- 
nau zur Wechselsumme von p (x) und ihrer Wachstumsbeschränkung 
(Kap. 4, $ 2) gekommen sind. 

Wenn o(x) in einer Halbebene 0 >c regulär und dort bei kon- 
stantem x und beschränktem »(x) von der Form 


#- , v(&) 
v)=—t 72 


ist, so erhält man nach Hilb durch einen ähnlichen Integralgleichungs- 
ansatz, wie wir ihn in $2 kennengelernt haben, 


y+ti» 
Ue=51,|rWe@-9das (>r>J 

y-ie 
als einzige Lösung der Differenzengleichung (43), welche die soeben 
für p(x) angeführten Eigenschaften aufweist. Dabei ist g(x) die uns 
aus Kapitel 5, $1 bekannte Funktion. Für diese Lösung gilt asym.- 
ptotisch die Entwicklung (47), wenn x in der Halbebene o > c parallel 
der reellen Achse ins Unendliche wandert. Aus der Integraldarstellun® 
leitet man mittels des Ergänzungssatzes der Funktion g(x) und des 
Cauchyschen Integralsatzes die uns aus Kapitel 4, $ 1 geläufige Inte- 
graldarstellung 


a+i® 

. dz . 
Um=ilp@+9,K. (-1<e<0, 0>o) 

a-—iw 


der Wechselsumme her. Diese gilt, wie schon in Kapitel 4, $ 2 aus- 
einandergesetzt ist, sogar, wenn p(x) in der Halbebene 0 > c regulär 
und lediglich der Wachstumsbeschränkung 


e@l<cet"! (k<a). 


unterworfen ist; sie lehrt, daß dann U (x) die einzige Lösung von (43) 
ist, für welche die Ungleichung 


ee (k<a) 
besteht. 
Wenn schließlich für alle reellen & 


x SE 
lim sup V|p@+m)| <g<1 
n>xX 
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ist, so folgert Hilb durch Untersuchung der unendlich vielen linearen 
Gleichungen 


u Bee I 


daß die alsdann vorhandene Lösung | 
UW=2 (N p@+9), 
s=0 


die für uns seinerzeit (Kap. 3, $ 2) einen Ausgangspunkt zur Behand- 
lung des Summationsproblems bildete, die einzige ist, für welche 


Ve — 2 
lim sup YIU@+n)|<g 
n>x» 
bleibt. 
Ähnliche Betrachtungen lassen sich für die Gleichung 
(20) u@ +1) —- zul) = 9 (ef) 


anstellen, der wir in $ 1 begegnet sind. Die entsprechende Diffe 
rentialgleichung unendlich hoher Ordnung 


A 2)u( + NR - 06) 


ist eine Gleichung mit rationalen Koeffizienten. Statt des obigen 
Satzes von Schürer hat man hier eine Methode von Hilb für Glei- 
chungen mit rationalen Koeffizienten zu benutzen, die wesentlich auf 
der Heranziehung einer Hilfsdifferentialgleichung 


Ed Ley) - 


beruht. Ist p(x) eine ganze transzendente Funktion mit der Wachs- 
tumsbeschränkung 


e@|<certalel, 


so hat die Gleichung (20) die ganze transzendente Lösung 


U (x) == > a p (r) (x) ’ 


v=0 


wobei die Funktionen c,(x) durch die Entwicklung 


[e.°] 


t 10, 
o(2,2)=e® je er di = PN 2” 


5 v—=0 
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gegeben werden; die Funktion c, (x) läßt sich durch die unvollständige 
Gammafunktion Q (x) in der Form c,(@) = eQ(x) ausdrücken. Nimmt 


man als Integrationsgrenze — oo statt oo, setzt man also 
z e.) 
r,(@) 
- t pr v 
9(z, x) u ee ar et dt = > ri Fe 
- v=0 


‚00 


so ergibt sich für o>0 die weitere Lösung 


U) = PSPTTON 


r=0 
insbesondere ist y,(@)= — eP(x). Die Lösung U (x) ist die einzige, 
für welche 
._ Ül(<+n) 
Imre -—=0 
„»aT@+n) 


gilt. 
Durch die in $ 1 besprochene Methode würde man eine Parti- 
kulärlösung in der Form 


9 (2) 


U(2)= I‘) P@+1) 


Az 


R@ZIR8 


gewinnen. 


218. Die Grundzüge einer allgemeinen Theorie der inhomogenen 
linearen Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten entwickelt 
Hilb [4] am Beispiel der Gleichung 


(48) x +b)u+1)+lr + Nu@)=gp(e). 


Die Hauptgedanken dabei sind folgende. Durch eine geeignete Ope- 
ration wird aus der Gleichung (48) ein System von unendlich vielen 
linearen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten hergeleitet. 
Dieses System ist vermöge eines Hilbschen Satzes mit einer linearen 
Hilfsdifferentialgleichung verknüpft. Wählt man das an ihrer absolut 
kleinsten singulären Stelle reguläre Integral, so erhält man eine aus- 
gezeichnete Lösung der Differenzengleichung, die sich durch eine 
Grenzbedingung eindeutig charakterisieren läßt. 

Zunächst erwähnen wir den für die Hilbschen Betrachtungen grund- 
legenden Satz über lineare Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten 
(Hilb [2])!). Es seien die Funktionen 


00 


ee 
v=Ü v=0 


für |z| <q regulär, es besitze die Gleichung b (2) = 0 nur eine einzige, 


‘) Vgl. hierzu auch eine interessante Arbeit von H. von Koch [Tr]. 
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und zwar einfache Wurzel z, vom Absolutbetrage kleiner als g, und es 


a(2,) 


sei Fa) keine negative ganze Zahl. Ferner sei 
1 


jo +} 
v,@)= Dunz 
»=0 


das einzige für |2|<g (also auch an der Stelle z,) reguläre Integral 
der Hilfsdifferentialgleichung 


AOKAGE SLIOEFAOEEIE 
die Koeffizienten v,, der Potenzreihe für v, (2) genügen den Gleichungen 
+1 


4 fü . 
Ne Ri Dee u “ UEy 9, 
k=0 k=1 


1 für un 


Nun bilde man durch Vertauschung von Zeilen und Spalten das 
Gleichungssystem 


Dand+ kb, (k=0, Le2sech 
v=k v=k-1 : 


Dann besteht folgender Satz: Wenn für die Funktionen n, auf der 
rechten Seite des letzten Gleichungssystems 


lim sup Vn| = 
n>%© 


bleibt, hat das Gleichungssystem ein und nur ein Lösungssystem &,, 
welches die analoge Grenzbedingung 


lim sup vi an 


n>o 


IN 


q 


erfüllt, und zwar ist 
&, —— BE Nv- 
v=0 


Ein solches Gleichungssystem erhalten wir nun z. B. gerade, wenn 
wir in der Differenzengleichung (48) x immer um 1 vermehren, ein 
distributiver Prozeß, den wir mit E bezeichnen wollen, sodaß 


Eu@=ul@e +1), Euk)=u(c+») 
ist, und nachher 
u@+h=&, Pe+h=n 


setzen. Die zu diesem Gleichungssystem gehörige Hilfsdifferential- 
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gleichung lautet 
% 
(49) [ex +d+(ax +b)2]v,(@)+2(c+«2)v/@) = 
Für sie ist 2, — 0, und wirhaben q< 7 zu nehmen. Das an der 


Stelle z= 0 reguläre Integral v,(2)=v, (x, z) läßt sich im Falle j— 0 
leicht zu 
1 ac+b 
U (8, 2) = cx+d (cx+d)(ex+d+e) < 
(ax +b)(ac+b-+a) 
7 (ex +d)(cc +d+c)(cx+d+ 2° 


ermitteln, und allgemein ist 


v, (x,2)=z’v,(@ + j, 2). 


Nach dem Hilfssatze können wir daher als Partikulärlösung der Dif- 
ferenzengleichung (48) sofort die Funktion 


axc+b 
(50) U ()=2,—= en era 


+2) — 


(axX+b)(ac +b-+.a) 
En ee en rer 


aufschreiben; diese Lösung ist, wenn 


| 


Kar 

(51) lim supY|p(«&+n)| < 
Nn>X0 

bleibt, die einzige mit der Eigenschaft 

(52) lim sup VIO( ; 
im su Tr IT, 
n> > . | \ % )| Fat 


Bei Anwendung der Lagrangeschen Methode bekommen wir | 
die Lösung (50) folgendermaßen. Die homogene Gleichung | 


(ax +b)u@+1)+ (+ d)u(k)= 0 


hat die Fundamentallösung 


d 
( &\” r(2+2) 
@=(-4) Z——; 
re+7) | 
die vollständige Lösung der inhomogenen Gleichung heißt daher | 
d\ b 
re+z) R ae Terz) 


“= (-%) 72) a) -20 ea) (-%) le) 


DlarıaS 
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Hieraus entfließt, wenn die Bedingung (51) erfüllt ist, also die 
Reihe (50) konvergiert, sofort die Lösung (50) und die Grenz- 
bedingung (52). 

Statt der oben benutzten Operation E können auch andere Ope: 
rationen zur Herleitung eines unendlichen Gleichungssystems aus der 
Differenzengleichung (48) herangezogen werden. Dann ergibt sich natür- 
lich auch eine andere Hilfsdifferentialgleichung und eine Lösung der 
Gleichung (48), welche einer anderen Grenzbedingung unterworfen ist. 
Die weiteren Hilbschen Untersuchungen beziehen sich nun auf den 
Zusammenhang zwischen jenen Operationen zur Herleitung des un- 
endlichen Gleichungssystems und den Formen der Grenzbedingung 
für die zugehörige ausgezeichnete Lösung der Differenzengleichung (48). 
Es zeigt sich, daß dieser Zusammenhang durch die Transformationen 
der unabhängigen Veränderlichen in der zum unendlichen Gleichungs- 
system gehörigen Hilfsdifferentialgleichung vermittelt wird. 


219. Bei der Behandlung einer allgemeinen Differenzengleichung 
n-ter Ordnung mit rationalen Koeffizienten (Hilb [5]) spielt die Einfüh- 
rung eines Parameters 4 eine wichtige Rolle. Die Differenzengleichung 
sei in der Form 


(63) BESICLLEDELT 


vorgelegt, in welcher die #,(x) Polynome in x vom Grade p sind: 


? 
— Va,88. 
s=0 
Durch Anwendung des E-Prozesses erhält man für die Unbekannten 
uc+h=&, (k=0,1,2,...) 


das Gleichungssystem 
n 
als \8 
Da PA CHE k) Ei, =rpeH+h); 
gear et 


die ihm entsprechende Hilfsdifferentialgleichung heißt 


a a - sı Be» ( 1 
er " er 2)=1, 
I dz! zer Fe "ists Mrben ) 


i=0 


wobei BB ;(«) das Bernoullische Polynom von der Ordnung — ! und 
vom Grade s—I ist. Diese Hilfsdifferentialgleichung hat, wenn 
sera edie nach wachsendem Absolutbetrage geordneten Murzeln 


414 Vierzehntes Kapitel. Vollständige lineare Differenzengleichungen. 


der Gleichung 
n 
Da, nz 
i=0 


. . © 4 P4 zZ, > 
sind, außer z=0 die singulären Stellen 7 7 ee 3 . Nun machen wir 
noch die wesentliche Voraussetzung a, #0, sodaß z=0 ein singu- 


lärer Punkt der Bestimmtheit wird, und ermitteln das für z=0 regu 
läre Integral 


© 


v(z) — Dr, A 


s=0 
Dann besitzt, wenn 
» k Fe \ Z. 
(54) lim supY/p(«+k)|< | 4 
k>x» z. 


bleibt, die Differenzengleichung (53) eine und nur eine Lösung U (x), 
für welche die analoge Grenzbedingung 


er lz 
(55) lim supY/U(x+k)| <|7] 
k>x yi 
besteht, und zwar. 
(56) U) Sv,loplc+9. 
s=0 


Da die Koeffizienten v, zwar von x, aber nicht von 4 abhängen, hat 
ke “ 
die durch das Funktionselement \/v,4* definierte Funktion in der 
s=0 
4-Ebene nur die singulären Stellen z,,2,,...,z,. Nun sei die Grenz 


n 


bedingung (54) nicht erfüllt, und die Funktion Seo +s) habe in 
j s=0 


der A-Ebene die singulären Stellen A,, A,,.... Dann folgt aus dem 
Hadamardschen Multiplikationssatze!), daß die Funktion U (x), als 
Funktion von A aufgefaßt, in der A-Ebene höchstens in den Punkten 
ur #=1,2,..,n; u=1, 2,...) singulär sein kann. 

Vor kurzem hat Hilb [6] gezeigt, daß die von ihm benutzten Hilfs- 
mittel auch zur Behandlung allgemeinerer Funktionalgleichungen ge- 
eignet sind. 


‘) J. Hadamard, Theor&me sur les series entieres, Acta math. 22 (1899), 
p. 5563. 


Fünfzehntes Kapitel. 


Reziproke Differenzen und Kettenbrüche. 


8 1. Reziproke Differenzen. Die Thielesche 
Interpolationsformel. 


220. In diesem letzten Kapitel wollen wir zur Behandlung von 
Problemen der Differenzenrechnung ein Hilfsmittel heranziehen, das 
wir bisher noch nicht benutzt haben, nämlich die Kettenbrüche [s5, 6]. 
Zu diesem Zwecke führen wir zunächst mit Thiele [1,2] gewisse Aus- 
drücke ein, die in Analogie zu den in Kapitel 1, $ 2 besprochenen 
Steigungen stehen und veziproke Differenzen genannt werden, 

Es seien &,, %,,...,x, voneinander verschiedene Zahlen. Dann 
definieren wir die reziproken Differenzen 1. Ordnung einer Funktion f(x) 
durch die Gleichungen 


ern 


a0, 


a) ae: 


es sind also die reziproken Differenzen die Reziproka der Steigungen 
von f(x). Mit den Ausdrücken 0 (x,%,), 0(&, %,), ... können wir wieder 
reziproke Differenzen bilden und erklären sodann die reziproken Diffe- 
renzen 2.-Ordnung von f(x) durch die Beziehungen 


g* ®o 5 2) = 0 (X = >= we u) Hr) i 


0 (& 20) = tt). 


0 (2 2) — 0 (® 
Weiter soll die reziproke Differenz 3. Ordnung 


% — % 


0° (X, %, %g) — 0° (X %g 


(To % %2%) = 2) +0, %,) 


sein und die reziproke Differenz n-ter Ordnung 


%g = In 


aa) a.) 


(1) e"@oRı 2) = 


-* 
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Manchmal werden wir für die reziproke Differenz n-ter Ordnung 
0” (&y%,...x,) der Funktion f(x) auch die Schreibweisen o" f(x) oder 
einfach 0” anwenden. 

Fassen wir o als Operationssymbol auf, so wird die Regel zur 


Bildung der reziproken Differenzen durch die Formel 
(2) er fe) = eo"! f@) + oe" f(x) 


gegeben. Das rechts an zweiter Stelle stehende Zusatzglied ist hin- 
zugefügt, damit man einen in 2, 2,5: %, symmetrischen Ausdruck 
bekommt; wir werden nämlich später sehen, daß die reziproken 
Differenzen symmetrische Funktionen von 2,, %, -.-, 2, sind. Zur 


übersichtlichen Zusammenfassung schreiben wir die reziproken Diffe- 
renzen ähnlich wie die Steigungen in einem Schema auf, beispielsweise 


% Flo) 
% (%o x,) 
N) 0° (%,%, %a) 
0(2,%,) OP (%,%] Tg %5) 
%  f(%) 0° (&,%, %5) (2%, 7,23 %,)- 
0 (% %,) 0% (z, IyTz z,) 
2 fl) 0° (&y 2%, %,) 
0 (2, %,) 
, fa) 


In Analogie zur Schreibweise der reziproken Differenzen ge- 
brauchen wir in diesem Kapitel für die Steigung n-ter Ordnung [x, &, -.-%,] 
der Funktion f(x) die Bezeichnungen ö" (x,%, ...x,) oder ö"f(x), weil 
es sich bisweilen als nötig erweist, die Ordnung der Steigung oder 
die Funktion, für welche die Steigung gebildet wird, explizit anzu- 
geben. Mit dieser Bezeichnung lauten die Definitionsgleichungen für 


die Steigungen 


® 2” 2) fl.) 
u) mei, ee, ... 
I (X) I (X X) 6° (x, x, %,) = I) - Il) 

’ 2 D “ 3 nn PY.=r s n% 


2 
Ö [Rec x ©) sn xp — % x _ %g 


a ar 
EN 


n 
oO (Mita) Reg 


N 


Wie auf dem Begriff der Steigungen die Newtonsche Inter- 
polationsformel (Kap. 1, $ 3) aufgebaut ist, so entspringt aus dem 
Begrifi der reziproken Differenzen eine andere Interpolationsformel, 
welche wir die Thielesche Interpolationsformel nennen wollen. Aus 


ee 
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der Definition (1) der reziproken Differenzen können folgende Glei- 
chungen entnommen werden: 


or ame z) orNr ER M [or Mer...) 0® (EUREN 
ee 


el ee ee le BE RE Ze a er 


Be 
le’(@x,%,) — f@)]le@z) -e&r)] =r— % 
oe ar) — FR] rn 200 
löst man sie nach f(x) auf, so ergibt sich der Kettenbruch 
N ee rer 
eK) + - Sa) 
2 Te 2 
0° (X %ı 2) - F(&)+ 0° (og % Lg) — 0 (Kt) + 


C-- In 


0 (ae OT Een) 


oder auch 
—% 
Bee Ertraaz 
e(%)+ z 
(& De ee 
00 (Lo %)+ 
C— An 
—+ 


1 —i £ 
FR IT A ee a A 


Die Gleichung (3) oder (3*) ist die gesuchte Thielesche Inter- 
polationsformel. Sie liefert den Wert von f(x) an einer beliebigen 
Stelle x, wenn wir ihn für die Interpolationsstellen &,, %, +.» %, 
kennen und außerdem die reziproke Differenz or+!(xx,...x,) be 
kannt ist. 

Für die Verwendung der Thieleschen Formel zu Interpolations- 
zwecken gelten ähnliche Bemerkungen, wie wir sie in Kap. 1, $ 3 für die 
Newtonsche Interpolationsformel ausgesprochen haben. Der (n --1)-te 
Näherungsbruch des Kettenbruchs (3) mit dem Zähler 2. aaund 
dem Nenner N,,, (x) ist eine rationale Funktion von x, welche für 
Ze 2dt,...,2, Di f(x) übereinstimmt; es bestehen also die Glei- 


chungen 


Zn+ı (&o Zn +1) En) 
Ge, ee ee 


Nörlund, Differenzenrechnung,. 27 
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Unter dem Restglied R,,, (x) der Thieleschen Formel verstehen wir 
die Differenz 


Zutı (@). 
6) Ru) re) 


auf dieses Restglied werden wir in $ 3 zu sprechen kommen. 

Insbesondere können wir aus der Gleichung (3) und aus gewissen 
später anzugebenden Determinantenausdrücken für die reziproken 
Differenzen schließen, daß die (n + 1)-te reziproke Differenz dann und 
nur dann eine Konstante ist, wenn die Funktion f(x) selbst eine ra- 
tionale Funktion ist. Die rationalen Funktionen spielen also bei den 
reziproken Differenzen und bei der Thieleschen Interpolationsformel 
dieselbe Rolle wie die Polynome bei den Steigungen und bei der New- 
tonschen Interpolationsformel. Diese Tatsache lehrt, daß sich das 
Anwendungsgebiet der Thieleschen Formel für die Zwecke der Inter- 
polation viel weiter erstreckt als das der Newtonschen Formel; ihr 
sind Funktionen zugänglich, welche sich mit der Newtonschen Formel 
nicht bezwingen lassen. 


221. Nunmehr treten wir in ein eingehenderes Studium der 
reziproken Differenzen ein. An eine erschöpfende Behandlung können 
wir freilich bei der Fülle der interessanten und merkwürdigen Be- 
ziehungen und Eigenschaften, welche diese Ausdrücke darbieten, nicht 
denken, vielmehr müssen wir uns in vielen Fällen mit Andeutungen 
begnügen. Zunächst wollen wir aus der Gleichung (3) Determinanten- 
darstellungen der reziproken Differenzen herleiten, welche deren bereits 
angekündigte Symmetrie in &,,&,,-..,%, in Erscheinung treten lassen. . 
Dazu setzen wir 


Ze HH TAT FE re, 

(6) Ns; = nn tm Ist tr 4n_,n, 
Zas+1 = rue Fur nn ee +tTr, 
N,.h=ntnetn®+ +r,x 

und bemerken, daß 

ei er, 
(6*) ee a  Sunalaheı ER) F 
= 0" (ok, > vl 


ist. Schreiben wir unter Benutzung der Gleichungen (6) die Relationen 
(4) in aller Ausführlichkeit auf, so erhalten wir eine hinreichende 
Anzahl linearer Gleichungen zur Ermittlung der Koeffizienten 2,n,0,» 
und aus ihnen dann Determinantenquotienten für die Näherungszähler 
und Näherungsnenner,  z. B. 
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1 0 x 0 as u 0 
If) 2 fl) ... 2 x (&) 


If @as). Las Lu f (ze)... "is %g f (zes) 


1 fa) u of la) .-- x 


ER Wr TE NER rs TO TRUTH RN 


1 f (ss) %gs %as f (zes) ... %g 


Aus diesen Relationen können wir unter Beachtung der Beziehungen 
(6*) die Darstellungen der reziproken Differenzen entnehmen, auf 
welche wir zusteuern. Führen wir für eine Determinante wie im 
Nenner von Z die abkürzende Schreibweise 


11, f@) %, uf)... ,®| 


ein, so ergibt sich als Koeffizient der höchsten Potenz von x bei Z 


28s+1 


%s+1 


(x) = 1, fo) 2, af): -.-., Be A f@), NS DAR 
| iS f(&): %y uf(&), SIEORE) u el fla), | 


oT 


und entsprechend gewinnen wir aus N,,ja 


s+1| 


8 NL rl fe), all) 
( ) e f®) ER FETCNENEERERLEAN 


Diese wichtigen Ausdrücke setzen die behauptete Symmetrie der 
reziproken Differenzen in Evidenz. 

Durch passende lineare Kombinationen der Spalten können die 
Determinanten für die Näherungszähler und Näherüngsnenner noch ver- 
einfacht werden. So finden wir schließlich die Relationen 


(9) Z,,= 
E Le %; fi) tn ı Fa) 
BEE BT ee A e en 
E20). (2-1), 
| L; f(&), %, u f(&), ae we ze f(&) | 
(9*) N,,= 


IL; («—-%)f(&), %, % (2 — %;) f(&), ..., er («—2)f(&), BEN, x 
Il; f(&), X; uf), ur ne, er) 


(10) Zas+1 > 


lt, Be ME 8— ve zu 
us — ra | (a) (m), 
Il, fo), u, uf(@); Be a BC ER.EN 


27* 
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(10*) N,,41 > 
11, («-z)f(@), u, u(&—-%) fa), ---» an) fl); =" | j 
lo) Berne Tee 


Nach diesen Formeln hängen die Näherungszähler und Näherungs- 
nenner mit den reziproken Differenzen auf folgende Weise zusammen: 

Die Nenner von Zs, und N,, stimmen mit dem Nenner von 
o?s-1und die Nenner von Za,;ı und N,,;, mit dem Nenner von 0*% 
überein. Zur Gewinnung des Zählers von Z,, hat man im Nenner 
von o?°-1 jedes f(x,) durch («— x,) zu dividieren und nachher die 
so gefundene Determinante mit (x — &,)'--{£ — &s,-ı) zu multiplizieren, 
während man den Zähler von N, bekommt, indem man im Zähler 
von g?®-1 jedes f(x,) mit (e — x,) multipliziert. Der Zähler von Z3,+1 
entsteht aus dem Zähler von o?*, wenn man jedes f(x,) durch (x — x,) 
‘dividiert und nachher das Ganze mit (e — x,) --- (C — x,) multipliziert, 
und schließlich geht der Zähler von Ns,.,; aus dem Nenner von 0*°® 
hervor, wenn jedes f(x,) mit (e — x,) multipliziert wird. Aus jedem 
Ergebnis über reziproke Differenzen können wir daher leicht auch eine 
Aussage für die Näherungsbrüche herleiten. 


222. Es empfiehlt sich, die reziproken Differenzen in Zusammen- 
hang mit den Steigungen zu bringen, und zwar wollen wir sie als 
Quotienten gewisser aus Steigungen gebildeter Determinanten aus- 
drücken. Die entsprechenden Formeln können zwar unmittelbar aus 
den Gleichungen (7), (8), (9) und (10) durch geschickte Zusammen- 
fügung der Zeilen gewonnen werden. Vorteilhafter ist jedoch ein 
anderer Weg, welcher gleichzeitig einige zur wirklichen Berechnung 
der reziproken Differenzen brauchbare Rekursionsformeln liefert. Dazu 
führen wir der Bequemlichkeit halber vorübergehend negative Indizes 
ein und schreiben ferner, um die Indizes hervortreten zu lassen, die 
(r + k)-te Steigung von f(x) für die Punkte Du Sy42 ara RR Ger 
Form Ö_g+1....n- Mit IL, a4, ausführlicher IT rn 


..;r+n) 
(n = 0), bezeichnen wir die Determinante 
r rr+1 r+n | 
ln HAN er Ölen | 
Ber r+2 r+n+1 | 
(11) IL, 24 = ll Marl en dm —nthiured T, 
sn r+n+i1 r+2n | 
irren ed ne are 


während TI —=1 sein soll. 


18 n+ı 1St eine symmetrische Funktion der %;. Der Beweis 
ergibt sich dadurch, daß man IZ, „;, durch einfache Operationen 
nacheinander in die Gestalten 
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örrn (x f@) örrn („ri f«)) ... örtn (f@) 
(11*) EB ve örtn+l («" f(@) örtn+! („ri f(&)) ER örtnrl (f(@)) 
RI ee te) 
ur f«)) Ran Fre) Ri es f«)) 
me, — Bee ie Rn a anal em 
u fi) ert?n („"r1 f(&)) ED örrt?n (f «)) 


transformiert; aus der zweiten Form liest man die behauptete Sym- 
metrie ab, da alle auftretenden Elemente als Steigungen derselben 
Ordnung symmetrisch in den x, sind. 

Mit Hilfe einer bekannten Formel!) von Vahlen über die aus einer 
m-spaltigen und (m + 2)-zeiligen Matrix zu bildenden Determinanten 
gewinnen wir nun für die /J,,„;+ı die Rekursionsformel 


(12) U (—n, -n+1,...,r+n) U, on (-n+1. -n+2,...,r+n-]l) 
— II,,n on Is nennen) -Dlr43,n (-n, -n+1,...,r+%) 
7 r+l,a(—-n+1, -n+2,... EN nn 5 


bezeichnen wir mit IT die Determinante, die aus (11) entsteht, 
wenn in der letzten Zeile » +1 statt » geschrieben wird, so besteht 
die ähnliche Rekursionsformel 


* 6) () 
(12 ) II.+ı,n Il,41,n41 == II, n+1 D,+2,n %. Dr42,n IIr,n+1> 


die sich auch in 


*%* 
(12 ) (&r+n —&-n-1)Hrzi,n+1 (<n-1, —_n,000 ellrrinen, —-n+l,...‚r+n-1) 
= II,,n+1 (-n, -n+l,,.., Folien ent, _Nn,...,r+n-1) 
= r,n+1(-n-1, Erin Dellesa nen ati... rin 


umschreiben läßt. Vermöge der angeführten Beziehungen können wir 
uns zunächst nacheinander durch Rekursion die //,.„;ı verschaffen; 
die reziproken Differenzen bekommen wir dann mittels der durch 
vollständige Induktion zu bestätigenden Gleichungen 


Io,n+zı -n, -n-+1, ...,N) 


2 eu 
(13) = Ion n, n+l,...,n) : 
I, (-n,—n+l,...,n+]) 
2n+1 TEEN 
(14) 0 Me En ER REN 


1) Vgl. E. Pascal, Die Determinanten, Leipzig 1900, p. 119. 
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womit wir unser Ziel erreicht und die reziproken Differenzen mittels 
Determinanten aus Steigungen ausgedrückt haben. Für o0?"f(x) und 
o0?"+1 f(x) gelten ganz ähnliche Darstellungen. Ausführlich geschrieben 
lautet z. B. die Gleichung (13), je nachdem wir die Formeln (11), (11*) 
oder (11**) zugrunde legen, 


80) &-1,0 Ba 
2 n+1 
ö(0, 1) ö(-1,0,1) RE EEE n 
re ro n) et et n) 
2 ne 
(15) o’"f(«) i 5 = | 
ö(-1,0,1) 08, 41,0) ERBETEN 1) | 
4 n+2 
& 2,0:1,25 009, WEN ent 2) 
um ER er SE he ati... Br 
6 (ar) Hr (ri) -.. 6* (fir) 
a a de; STETS RU ve 
BEL (z" f(x) En ra en fe) 
15* oT x = ; 
( ) ( ) Phnaal € al f(x) ort ( f®) en. mt (f@))| 
Dr er f@), ort? (z n-2 F(z)) Er ön+? (fi) | 
5?" (rl fin) 82% (ar flo)... 69° (flo) 
ES SER TR 
ld Eike 727) 6° NER rn). ve 0 („r1 fi) 
ETRn Fi) Er Fiyr..,08 (f «)) 
a) re) er 
ud Eike 70) ÖEr (a? n— 5 f(a))...8°%(an-1 ra) 
Sarnen den) uud € n- ! f(x). MR hai Yakin f(x) 


SFRzR Flo) 


RER Fin)... 


Diese Formeln lassen an Übersichtlichkeit nichts mehr zu wünschen übrig. 

Die in der Gleichung (15**) auftretenden Determinanten sind 
orthosymmetrisch. Mit Hilfe eines bekannten Satzes über derarüige 
Determinanten läßt sich daher aus (15**) die Formel 


een fla) = | 
ANY F&o) Fl): Flen) 
(% 


%— Ren) (& a +1) 2 (& — Xen) (X 
Pr (&—Xn) EN (Xen) (2 —&n)**: (X, 


—nrı) n—Intı) (® 


EN) 


(in —%r) 


an) 


NR): 


— gr)": 


(Cr 1 — au) 
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2n-t > 5 
“ Glieder zu er- 


strecken, welche man erhält, wenn man die Indizes Olsen duschen 
willkürlich aus den Zahlen 0,1,...,2n + 1 gewählte Indizes ersetzt. 
Aus g?* f(x) kann, wie oben angegeben, der Näherungsbruch 


herleiten; die Summation ist hierbei über alle ( 


16 Zontı ®) IE 

Nele y 

>3 Fa): Fan) @- nr) an) (EMgn) 
en (G-a+ı) &— Zen) (Inn +3)‘ (in Ren) 

RN = Ir (zo) F(&ı) HE Fan) &— %o) (— 3%): f (&-Mm-ı) 
(%o — &n) 


(oo — an) (dı — Un) (G— Lan)‘ ' er A ) 


hergeleitet werden, welcher für x —= %o %ys+ +, „mit f(x) übereinstimmt. 
In diesem Sinne betrachtet liefert die Gleichung (16) eine Formel für 
Interpolation durch gebrochene rationale Funktionen; sie ist von Cauchy [2] 


angegeben worden. 


223. Aus den gewonnenen expliziten Darstellungen lassen sich 
einige bemerkenswerte Eigenschaften der reziproken Differenzen ent- 
nehmen, welche für die Praxis zu nützlichen Rechenregeln führen. 
Tragen wir in den grundlegenden Determinantenquotienten (7) und (8) 


statt f(x) die Funktion 1®) ein, so bekommen wir die Beziehungen 


88) 
BIN sa), fa), usa), uf), 2 ea), ze IX), sr 
ee) Isa), Fa), ea), fa). tee), tr), wre) 


En 


FOR ACZNE le), Fo), me (a), uf (a), +, © 8), tgl) 
ea) BT arena ra 


(ar) 0° 


aus denen durch Vergleich mit (7) die Formel 


1 1 
a7) ober u70) 


entfließt, während bei o?r+1 7 und o?r+1f(x) nur die Determinanten 


im Nenner übereinstimmen. Es ist also eine veziproke Differenz ge- 
vader Ordnung des Reziprokums einer Funktion gleich dem Reziprokum 
der veziproken Differenz für die Funktion selbst. Die Formel (17) ergibt 
die weiteren Relationen 


ee eat e 
(18) 00° re 0er flat re) 


und 


(18*) er — o!"f(a)- oe?" f(x)- oo"), 


424 Füntzehntes Kapitel. Reziproke Differenzen und Kettenbrüche, 


wobei in der Gleichung (18*) rechts die eine reziproke Differenz 
07° fla) dur a are die andere hingegen wie ge- 
wöhnlich für 2,52, .-:, %,_1,%3, Zu bilden =: | E 

Der Einfluß einer additiven oder multiplikativen Änderung der 
Funktion f(x) um eine Konstante a auf die reziproken Differenzen 


drückt sich in folgenden Formeln aus: 


(19) er fe) +a)=or"f@)+ a, 
(19*) orrtl(f() + a)= o?"t!fle), 
(20) 0?*(af(x)) = ao?" f(x), 

(20*) 0? n+1 (a f(«)) a Lgentı f(«). 


Kombiniert man schließlich die Gleichungen (17), (19) und (20), 
so ergibt sich die Relation 


} an a+hfle@) _ a+Beo’"f@ R 
2, = v+öf)  yr5o?rfle) bi Pr 


Wir können somit den interessanten Satz aussprechen, daß eine rezi- 
proke Differenz gerader Ordnung einer gebrochenen linearen Funktion 
von f(x) gleich der entsprechenden linearen Funktion der reziproken 
Differenz von f(x) selbst ist. 

Nach diesem Satze sind wir, wenn wir lediglich die reziproken 
ER) 


Differenzen von f(x) kennen, schon imstande, die Funktion y+8f@) 


in einen Kettenbruch zu entwickeln. Z.B. finden wir 
(22) = 77, 1 (2 — x) 0° (%, %, %e) 
a al a Ba ar 

f (2) (%o z)+ (x — %,) f(&) 


ee %)+ 
= O° (Rp % 2) O° (RX, X) + 


‚em. .2) j 
Ro)t E 


(x - x,) 0° (X X X) 
00 )+ 
En ze 


unter diesen Typus eines Kettenbruches ordnen sich die meisten 
bisher überhaupt untersuchten Kettenbrüche unter. 


224. Für die reziproken Differenzen ungerader Ordnung o?r+1f (x) 
existiert keine der Gleichung (21) entsprechende Formel. Wohl aber 
weisen für sie die Nennerdeterminanten in (8) 


I1,f@), &; 170 IC 7 FIEBER ARE 7 r@)| 


eine bemerkenswerte Eigenschaft auf. Es zeigt sich nämlich, daß 
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die Größe 
(23) ee La, auf@),... 2°, 2° f(&) 


72 (GE) IlEE RE)“ -- Ö (Kan Tanıı) 


1 


eine Invariante gegenüber der linearen Transformation 


_e+ßE) 
r@) r+ds(@) 
der Funktion f(x) ist. 
Wir können auch eine Invariante gegenüber der Lineartrans- 
formation 
@+ßz 
”; y+öz 


der unabhängigen Veränderlichen x ermitteln, nämlich die Größe 


(24) IL = SERIE EN z" f(x) | 


(a) I (8%) - -Ö(ten Kentı)l" Alk... Lan+ı) 


hierbei bedeutet A(z,%,-..23n+1) die alternierende Funktion (das 
Differenzenprodukt) von X, % > -- -, Zan+ı- 

225. Eine zu (17) in Analogie stehende Beziehung, in welcher 
auf der rechten Seite eine reziproke Differenz ungerader Ordnung 
auftritt, gewinnen wir, wenn wir in der Formel (13) statt f(x) die Steigung 
öf(x) eintragen, und zwar 


(25) (FE) rer 


Demnach ist eine reziproke Differenz gerader Ordnung der Steigung 
einer Funktion gleich dem Reziprokum der veziproken Differenz der 
nachfolgenden ungeraden Ordnung für die Funktion selbst. Ähnlich 
sind die Formeln 


2 SS ) 
ee BRAUT gg 
(26*) 0 02#0 fe) en o?n+1 Hay. 0ar2 f(x)-o o?n+1 f(®); 


in der letzten ist die eine reziproke Differenz o?’"+! f(x) für 
2, 73, an Zanyı, die andere für 29%» «++, 2an, Zany+a Zu bilden. 
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> 8 2. Reziproke Ableitungen. 


226. Bei der Definition der reziproken Differenzen haben wir 
die, Zahlen 2, 222,2. 4 als voneinander verschieden vorausgesetzt. 
Nachträglich dürfen wir aber mehrere oder alle von ihnen nach 
einem Punkte zusammenrücken lassen. Der letzte Fall ist besonders 
. .. n 
interessant. Den für 2,2%,,-..,27,>? aus _ f«) entstehenden 
Grenzwert nennen wir die rveziproke Ableitung der Funktion f(x) im 
Punkte x und bezeichnen sie mit dem Symbol 


(27) Taf lim TERM 
insbesondere ist 
(27*) rfiz) = Fa)‘ 


Zur Herleitung einer Rekursionsformel für die reziproken Ab- 
leitungen gehen wir aus von der Rekursionsformel (1) in der Gestalt 


—ı n—ı ee 
or 1 (ven... a2)— or 122...) BT er Fe > 
nehmen die entsprechenden Gleichungen 
& og. 
ort (ex zy) 08 (x lee yy) — 0"-2(xx xy) 
e ie —y 
en le y a 3) 073 U Bun on 


hinzu und addieren alles; führen wir sodann den Grenzübergang y—x 
aus, so kommt unter Beachtung der Relation (27*) die gewünschte 
Rekursionsformel 


(28) 1" la)— nr" flo) + m-2fla). 


Sie ermöglicht, nacheinander alle reziproken Ableitungen zu berec hnen 
beispielsweise wird 


2 a! () 2 
ROTOR 


la) __ 9 fra 

y2 f(«) E f@)rf en 5 f?’&) ‚» f(®) er 

Wir können jedoch auch explizite Ausdrücke der reziproken Ab- 
leitungen vermöge der gewöhnlichen Ableitungen angeben. Hierzu 
greifen wir auf die Determinantendarstellungen der reziproken Diffe- 
renzen zurück. Die zuerst gewonnenen Determinantenquotienten (7) 
und (8) sind freilich nicht verwendbar, weil sie beim Grenzübergange 
in unbestimmter Form erscheinen; hingegen liefern die Determinanten- 
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quotienten, welche Steigungen enthalten, zum Teil nach leichten Um- 


formungen viele belangreiche Formeln. 


Setzen wir zur Abkürzung 


f (@) 
-%,,) = ni A 


lım 
%9%1,..,2n>% 


On 


so geht beispielsweise aus der Gleichung (15) ohne weiteres die Formel 


(29) 


I 
| aaa ER fe | E BEE, 
en He a. Be) a N 
Y fe)= 1 2 nl | Br 4 mn | 
| ° Best Sure 
| | 
| 4, Burn dan | Anzı +2 lt, | 


hervor; die analoge Formel für r?r+ı f(x) lautet 


| 4, a, A,ra a 4, 30 (dl 


„+1 | 

(29%) rer) u % An+3 |: | ee (8 

| ey : re HE u | 

\ | A,ra An+z3 °- lan+ı Ma an+2 nn | 


Die in diesen Gleichungen auftretenden Determinanten sind ortho- 
symmetrisch. Dies trifft auch zu bei den beiden ganz ähnlich ge- 
bauten Formeln 


"f@) = 


ıD@f@) De fe). 


Hin an „an ey) 
x-ın n! " (an! = 
3 DE (fo) DE FR). Dre) | 
1 3 
ar Dr («f@) DE) nt: | 
] 1,.n-1 1 2n ‚.2n-2 
mn! 2 (z" f()) SEINE en ae en! D, (x fe) 


DEE ende I er 


CE re 


(nta)l = 
1 4 
4, Dz «f@) Ba RAR 
= er 5 _1  n2n+1,,2n-2 
(n+2)! I“ = f(« a tanımı Dr (& fa 
a enrere Te) 
l.p® | 1 8. 
ar Dr «f@) RN i 
ER En ie Apesliniun ea aan ale 
r Ne _ 1  n2n+1,,2n 
| nee DATEN Resale ERST 2 («?” f&)) | 


227. Zur rekursorischen Berechnung der reziproken Ableitungen 
ist es, statt die Formel (28) zu benutzen, oft vorteilhafter, nacheinander 
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gesondert die aus I],„;: durch Grenzübergang entstehenden, in (29) 
und (29*) eingehenden Determinanten 


Ar Ar+1 ... Arın 

Ayr+i d,+2 ... Artn+i 
(30) dr, 1 

Art+n Artn+i1 :- Ar+2n 


zt ermitteln. Wir merken zunächst an, daß man die Ableitung #/ „+1 
bekommt, indem man in der letzten Zeile »+1 statt » schreibt 
und die so zustande kommende Determinante mit dem höchsten in 
ihr auftretenden Index » +2» 1 multipliziert. Es ist also 


| 4, Ar+1 “+ Arın 

| Ar+1 Arı2 +++ Ayınıl 
drn—let+2nt1)|- ne 

 Arın-ı Artn +++ Ar+2n-1 

| Artn+1 Artn+2 +.» Ar+2n+1 


und übrigens 
Pr,n+ı = (+2n+ 1)-lim I 


wenn die in I auftretenden Argumente sämtlich nach x zusammen- 
rücken. Für die Determinanten #,„+, erhalten wir aus (12) und 
(12*) durch Grenzübergang die Rekursionsformeln 


2 
Dr,n+1 Dr+3, n-1 — Dr+2,n Dr, n 7% Dr+i,n , 


(r an 1) Pr+1,n Pr+1,n+1 = Dr+2,n Dr, n+1 — Pr,n+1 Dr+2,n ’ 


neben denen wir noch die ähnlichen Relationen 


1 1 
Prrt,n-1 Drums = 595 Dun Drtt,n — on drin dan 


1 ‚ 
Dr,n Dr+i,nH1 = r+2n+1 Dr+1,n Dans 25. r+29n Dr,n+1 Dr+1,n 


erwähnen wollen. Die erste der Rekursionsformeln hat den Vorzug, 
keine Ableitungen der ?,„+, zu enthalten, doch dürften die dritte 
und vierte sich meist mehr empfehlen. Haben wir uns durch eine 
der Formeln die p,,„ verschaflt, so finden wir die reziproken Ab- 
leitungen mittels der Formeln (29) und (29*) in der Gestalt 


yan f(«) er Fam B yen+i f(x) em Pz,n 


’ 
2.n Pın+i 
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unter Heranziehung der Rekursionsformel (28) gewinnen wir ferner 
die Gleichungen 


2 

(an + 1)rrrf(e)= Kafa 
Pin Pı,n+ı 

(2n u 2) Are sw. Pi,n+1 


P3, n Ps, n+i1 


228. Wie aus der Newtonschen Formel durch Grenzübergang 
in den auftretenden Steigungen die Taylorsche Formel hervorgeht, 
so kann aus der Thieleschen Interpolationsformel ein ebenfalls von 
Thiele herrührender Kettenbruch hergeleitet werden, welcher den 
Funktionswert f(« + y) durch f(x) und die reziproken Ableitungen 
von f(x) im Punkte x ausdrückt. Dieser Thielesche Ketienbruch heißt 


SED En ee 7 
rf(@o+ 


2rrf(x)+ 2 


Brr?f(@)+--- 
y — 
lim Wo N en) re) 


Toy. In>tT 


— 


Setzen wir zur Abkürzung 


Bd =b Pa, Dam Ag: Don Daun» Pantı "Pıntrr "> 


so lassen sich die in (31) vorkommenden Koeffizienten mittels der 
durch einfache Umschreibung aus den letzten beiden Formeln in 22%. 
entstehenden Relation 
2 
n ee 1 n Din 
(n+1)rr” fa) = ( ) EEE 


auf Größen 5 mit nur einem Index zurückführen. Der Thielesche 
Kettenbruch (31) nimmt dann die Form 


(31*) Ma OR zT aus 


PEAK Pan 
N RE ER 
Do Pa d3? y 
pı ds D° 
PePı 


an, wobei für die Größen # einfache, aus den früheren entsprin- 
gende Rekursionsformeln bestehen. Diese werden unbrauchbar, wenn 
eine der Funktionen $ identisch verschwindet, weil sich dann die 
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: 0 - h 
folgenden in der unbestimmten Form = darbieten, ein Fall, welcher 
dann und nur dann eintritt, wenn f(x) eine rationale Funktion ist. 


229. Ist die Funktion f(x) als Quotient zweier Potenzreihen vor- 


gelegt, etwa 
o+a2t+g2°+--- 
f@) = d,+ dc +daa® +.’ 


so können wir zur Bestimmung der reziproken Ableitungen die folgen- 
den, aus den Gleichungen (7*) und (8*) auf S. 423 durch Grenzüber- 
gang entfließenden Formeln benutzen: 


0 do |. do Co | 
Ah gr FE SF 
a 00 
ÜDrdrdesc ER bt 
P RE O2 Yr} BRAD. 
a0 bh Ah] ee 
d, EN: C, Ay C5| 
0 dg Co G.d, 
rf(&) = od cl: dd, & |; 
= RE d, d, c, | 
000%|]0004;)] 
04% 0, h%| 
"ia dt ES 
cd, Cg Ay 65 d, d,c, dc, 
GA, cd, c d, d, cc, d, c, 


Die Formeln (17), (18), (19), (20), (21), (25), (26), welche 
wichtige Eigenschaften der reziproken Differenzen zum Ausdruck 


bringen, bleiben natürlich auch für reziproke Ableitungen in Kraft. 
Z. B. wird 


1 1 


Fe) ” nr’ 


also eine reziproke Ableitung gerader Ordnung des Reziprokums einer 
Funktion gleich dem Reziprokum der reziproken Ableitung für die 
Funktion selbst. Um den aus (22) durch Grenzübergang hervorgehenden 
Kettenbruch für die reziproke Funktion, bei welchem die Größen 


y2n 1 BE Dan 
f() Do,ntı 


au 
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eine Rolle spielen, bequem aufschreiben zu können, wollen wir zur 
Abkürzung 


Por dans Pin+ı > Panzı  Tantı 


setzen; die Größen g sind dann durch die Rekursionsformel 


1 ß N r 
ma n+ı n+1 IAn-ı In In IAn—1 


miteinander verbunden, und wir erhalten den gesuchten Kettenbruch 
für die reziproke Funktion in der Form 


1 But y 
er») 10% 9 
a 
9092. _9e° y 
9ı 93 Re 
92 94 


(32) 


230. Besonders interessant ist der Grenzübergang &,, %,,..:—% 
in den Invarianten / und J,. Dazu bemerken wir, daß I, auch 
nach Division durch A (x,,%,>-:»%,, 1), das Differenzenprodukt oder die 
alternierende Funktion von &,,% > --,%g,..., eine Invariante bleibt. Führen 
wir dann den Grenzübergang aus, so konvergiert die Zählerdetermi- 
nante von /,, dividiert durch .A(2,,%,,...:,2,,..), nach. der: Nenner- 
determinante in dem Ausdrucke (29*) für die reziproke Ableitung 
y?"+1 f(x), die Nennerdeterminante nach der (n + 1)-ten Potenz der 
Ableitung von f(x). Man findet also die nachstehende Folge von 


Differentialinvarıanten gegenüber der linearen Transformation 


der Funktion f(x): 


ei, ar de 
| | ı% % % 
a, 4, 2 | 1.9 98 3 a, a, Aa, 4A, 4 
(33) ne | @ A, a, 1:02 2 0 
ne it i | a EL 
? Beraar 
| Asa % De OA 
4 5 6 7 
Die erste unter ihnen 
mad. ., 1 (Fe) 3 Gi) ) 
a, wi) 2 \f’(&) 


stimmt bis auf die Konstante 4 mit der sogenannten Schwarzschen 
Ableitung!) überein. 


1) H. A. Schwarz, Über diejenigen Fälle, in welchen die Gaußische hyper- 
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Hingegen sind die aus I, entspringenden Ausdrücke 


la % a a| 


20 as] 
1 2 3 
a, a I,aa, = 16 
(34) | erredr Ay üz a, |:a}, | ae 
ia, 4, |, a, 4, 4 
|% a, 4, | 
I 


4, 4, 0, a, | 
Differentialinvarianten gegenüber der linearen Transformation 


a+ßz 


Oo y+öz 


der unabhängigen Veränderlichen &. 


231. Wollen wir die Näherungsbrüche des Thieleschen Ketten- 
bruches (31) aufschreiben, so gehen wir am besten von den De- 
terminantenausdrücken 9, „,,(@f(x)) und d, „„‚(@"'f(x)) aus, in 
denen f(x) durch x f(x) bzw. x”! f(x) ersetzt ist. Dann kommen wir 
ohne Schwierigkeiten zu folgenden Ausdrücken für die Näherungs- 
zähler 3,(y) und die Näherungsnenner N, (y) des Kettenbruches (31): 


Ka sechs | 

(35) ee tere Pam 
Et 
year ya, 1 

(35*) RO) nd SE N ER Nr 
| 4, An+1 E Agn-ı | 
Ko 4 Kn 

(36) Beh m Amrrlıp, 
a, A,+1 ri A, 
Par 

(36*) Nan+ı()) ns x K. 5 On+ı s Ps, n" 
a, An+1 Agy 


Dabei haben wir zur Abkürzung 


geometrische Reihe eine algebraische Funktion ihres vierten Elements dar- 


stellt, J. reine angew. Math. 75 (1873), P. 292-335 = Ges. math. Abh. 2, 
Berlin 1890, p. 211— 259. 


u 
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n En 
I =ay" + ayyrıt, Hay", 
n — — 
4, = 4) ta, yr KG, yn 2, W„=4ay"+a,yei, 
n = 1} 
d,.,=4a,y ey a a 


gesetzt. 


8 3. Das Restglied der Thieleschen Interpolationsformel. 
Integraldarstellungen der reziproken Differenzen. 


232. Für das Restglied 


= er Za+1(®) 
(5) Ro (=) 7a f®) Na, (x) 

der Thieleschen Interpolationsformel können wir eine Reihe ähnlicher 
Untersuchungen anstellen, wie früher in Kap. 1, $3 für das Restglied 
der Newtonschen Formel. 

Zunächst sei f(x) eine reelle Funktion der reellen Veränder- 
lichen x, und die Interpolationsstellen &,, %,, -.., x, seien alle in einem 
Intervall B<x<B der reellen Achse gelegen. In diesem Intervall 
soll f(x) bis auf eine endliche Anzahl von Unendlichkeitsstellen, die 
übrigens nicht mit 2,,%,,.-..,x%, zusammenfallen dürfen, eine end- 
liche Ableitung (n + 1)-ter Ordnung aufweisen. Die Zahl n möge 
so groß gewählt sein, daß sich ein Polynom @,,, (x) vom selben Grade 
wie N, ,,(@), also bei n=2m-—1 vom Grade m —1, bin=2m 
vom Grade m, derart bestimmen läßt, daß f(x) p,,ı(«) für B<x<B 
endlich bleibt. Nun sei x die Stelle, für die wir den Wert von f(x) 
ermitteln wollen. Dann setzen wir R,,,(x) in der Form 


| (m) an) (m) 
R,+1 @)— 4 Nn+1(%) Pr +1 (®) 


an. Die Funktion 


Za+ı Ü) 2) %) (=) 
F(t) = fft) — Nu) = Nn+ı(d Pa+1 0) 


werschwindet für t=%,, Luı=...t,,.% Nach’dem Rolleschen Satz 


muß also das Intervall B<x< B mindestens eine Nullstelle & der 
(n-++1)-ten Ableitung der Funktion F()N,,,(%)9,+1() enthalten. 
Da Z,,,() fürn=2m—i1 und n=2m vom Grade m, also 
Z,+1 9, ,1(d) vom Grade n ist und somit die (n-+1)-te Ableitung 
von Z,+1(d 9,41) verschwindet, folgt 
1 aheSrE I er Fr 
A (n+ı)ı agr#i FE) N 4) Pn+1 (A) 


Nörlund, Differenzenrechnung. 23 
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und 


(2 — 2%) (&— %n) 1 ar rn = - 
(37) R,4+1®) — Na+3(8) On +1 (2) " (n+1)! dze+ı KEIN, (2) 9,41 Q)) 


wobei B<Z<B ist. Wenn x im Interpolationsintervall zwischen 
der kleinsten d und der größten b der Zahlen x, %, ---,%, liegt, 
tritt an die Stelle von Z eine Zahl £ mit b<£<b. Bleibt die 
Funktion f(x) für B<x<B endlich, so kann man 9,;1 (x) = N,+H1(®) 
nehmen. 

233. Nunmehr möge f(x) eine analytische Funktion sein. Wie 
früher setzen wir 


yv,@)=(@—-2)@—-%) (© — %,) 
und wollen eine zu der in Kap. 8, $ 1 angeführten Gleichung 


1 f@) ya) 
Ru) = gm) Cu 
[6 


für das Restglied der Newtonschen Formel in Analogie stehende 
Beziehung. für das Restglied der Thieleschen Formel herleiten. Zur 
Abkürzung sei 


Yi,n+i(®) =k@—-2)®@— %+1) + @— 24.) 
Yo, n () = Yn () 


und C eine die in Frage kommenden Interpolationsstellen umschließende 
Integrationskurve derart, daß f(x) in ihrem Inneren und auf ihr regulär 


ist. Aus den für s=0,1,...,2n —1 aufgeschriebenen Gleichungen 
Za n (x) 1 f (2) 
* BE = —— 4 
(4 ) Nan(&s) f@,) le n 
c 


erhalten wir dann nach der Lagrangeschen Interpolationsformel, da 
Z,„(&) ein Polynom n-ten Grades ist, die Beziehung 


n+i 


I 1 Neon %,) Wi, ;(&) 
Zun®) = OR a a ) ” n+i Fa 
[63 s=i I 3 Ls Yintilz) 
wobei : eine beliebige der Zahlen O,1,...,n —1 sein kann. Wenden 


wir im Integranden die Identität 


1 1 1 


?-2)@-%) (-D)@-%) (-2D)(e-%) 
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an und berücksichtigen wiederum die Lagrangesche Interpolations- 
formel, diesmal für N,, (x), so entsteht die Relation 


1 2) av na l® 
Ze) ee N, N,,@)] az. 
[0} 


Für das Restglied 


ergeben sich daher die Ausdrücke 


OO 
(38) Fer (®) Des an 2—X Nan(&) a (2) 2 


wobei = 0,1,...,n — 1 sein darf. Wir können sie am übersicht- 
lichsten zusammenfassen, wenn wir die aus (38) abzulesende Gleichung 


= 2) FE (x — %-,)@ — Inki+ı) ee Tan-ı) Ron (®) 


1 (F@ Nen@) Yen-ı (@) 
EN 2—% Nan(%) Wan-ı (2) 


2%) -%-)® — m+itı)' (2 — Lan-ı) dz 


mit einer willkürlichen Konstanten A, multiplizieren und die für 
i=0,1,...,n — 1 zustande kommenden Gleichungen addieren. Dann 
bekommen wir die Gleichung 


= 1 f(@) Non (z) Yan (z) Wan—ı (2) 
Ron (2) = 2ni)z—x Non(k) Yan (X) Yan-ı (2) 42, 
[6 


in der ,,(x) ein beliebiges Polynom vom Grade n — 1 bedeutet. 
Für Ran+1(%) besteht ein entsprechender Ausdruck; allgemein ist, 
wenn wir mit 9n+1(%) ein beliebiges Polynom vom selben Grade 
wie N„+,(%) bezeichnen, 


1 f@) Nn+1(2) Pn+1(2) Yn (x) 


Beil an 


(39) R.+ı1 (x) 


Bei der Herleitung der letzten Formel haben wir die Zahlen 
%y %,, ... als verschieden vorausgesetzt. Die Relation (39) bleibt jedoch 
auch richtig, wenn mehrere unter diesen Zahlen zusammenfallen, weil 
das Integral die Summe der Residuen des Integranden für die von C 
umschlossenen Pole darstellt. Besonders interessant ist natürlich der 
Fall, daß alle x, nach einem Werte a konvergieren; dann bekommen 
wir einen Restausdruck für den zur Taylorschen Formel analogen 
Thieleschen Kettenbruch (31). 


2334. Zuvor wollen wir jedoch einige Bemerkungen über Integral- 


darstellungen der reziproken Differenzen einschieben. Dividieren wir 
28% 
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die Gleichung (4*) durch y;,n+,(x,) und addieren dann die s=i, 
i--1,...,i-+n entsprechenden Beziehungen, so gewinnen wir unter 
Beachtung der Lagrangeschen Formel die Gleichung 


(40) AO Non) u el Zen (&,) = =0, 1,.,# > 1% 
c 


FRE he Yi, n+i(z;) 


weil der Koeffizient der höchsten Potenz von x in Z, (x) nach Formel (6*) 
den Wert 1 hat. Auf entsprechendem Wege ergibt sich die Beziehung 


(40*) je aa e dz = or, ne (i = 0, 1,0 


Multiplizieren wir nun jede der Gleichungen (40) mit einer beliebigen 
Konstanten A, und addieren dann, so stoßen wir auf die Relation 


Nyn n—ı\” 1 1 \ 
(41) mt a HA tt Anno 


’ 
in der mit ?.-1(2) ein Polynom (n — 1)-ten Grades bezeichnet ist; der 
Koeffizient von z*-1 in ihm ist gerade A, + A, +:-+4,_,. Aus 
(40*) entfließt die analoge Gleichung 


1 y Xen ı n\? r 1 9 
(41*) rd) +1(@) OFF =(4,+4,+."+4,)0?*@,%,---% y 
c i 


Yan (z) .n 
Durch geeignete Wahl der Polynome @,_,(z) und p,(z) gewinnt man 
aus (41) und (41*) mehrere bemerkenswerte Formeln. Z.B. findet 
man für 9,_,@)=N,,(z2) und o, (2) = Nsn+1(2) unter Beachtung der 
Gleichungen (6*) die gesuchte Integraldarstellung der reziproken Diffe- 
renzen 


42 n -) N} ,1(@ 7 
(42) Ne 70 eg ee 
in Analogie zu der Formel (5) in Kap. 8, $ 1 

n 24 f(@) 

0) Ba = eat dz 


für die Steigungen. Über 9,_,()=N;(z2) i=0,1,...,2n—1), 
9,@)=N;@) (i=0,1,...,2n,2n-+ 2) hinweg gelangt man zu fol- 
gender Relation für das Produkt zweier aufeinanderfolgender rezi- 
proker Differenzen: 


IL n 1 anti 
(43) Q !(&p% 2-1) Be) an "az. 
c 
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Die letzten Formeln bleiben auch dann in Kraft, wenn einige unter 
den Zahlen x,, %,,... zusammenrücken. Fallen diese insbesondere alle 
in einem Punkte & zusammen, so erhalten wir aus (42) eine Formel 
für die reziproke Ableitung, nämlich 


Rec Mu 


(44) 3) er pri? 


hierbei ist N,,,(z) der (n + 1)-te. Näherungsnenner des Thieleschen 
Kettenbruches (31), und man bemerkt die Analogie mit der Cauchy- 
schen Formel 


f® («) = Zr en dz 


für die n-te Ableitung. Da im Thieleschen Kettenbruch (31) die 
Größen 
1 


d or 
FFAGERG)) 


Pre 


auftreten, ist es nützlich, sich Integraldarstellungen der Ableitung 


= (r" f(@)) zu verschaffen, und zwar findet man 


Wir dürfen also in der Integraldarstellung (44) der reziproken Ab- 
leitung r" f(x) unter dem Integralzeichen nach x differenzieren, als ob 
N,;,(2) von x unabhängig wäre, falls wir das Ergebnis nachträglich 
mit (— 1)" multiplizieren. 

Nunmehr gehen wir zur Darstellung des Restgliedes N, ,, (®) 
des Thieleschen Kettenbruches (31) über. Durch den Grenzübergang 
%g%j>...—a und die Annahme 9,,,.(@= N,+ı(@) gewinnen wir 
aus (39) zunächst die Gleichung 


at 


Be 


(39*) R,+1 (x) —gnilz—x Ra) Gar 
[6 


und hieraus können wir dann die gewünschte Darstellung 


EZ 


(46) re} 21" fla)) da 


Re (x) da 
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herleiten, in Analogie zum Restglied der Taylorschen Formel 


P7 
il N 
Hl 98 — a) Pa te)da: 


8 4. Auflösung homogener linearer Differenzen- und 
Differentialgleichungen 2. Ordnung durch Kettenbrüche. 


235. Einer der Hauptvorteile, den die Einführung der reziproken 
Differenzen darbietet, ist der, daß man mit ihrer Hilfe das Problem 
der Entwicklung von Funktionen in Kettenbrüche in systematischer 
Weise in Angriff zu nehmen vermag. Beispiele hierfür werden wir 
im nächsten Paragrafen kennenlernen. Man hat nur das Schema der 
reziproken Differenzen oder Ableitungen für die betreffende Funktion zu 
bilden und dann die Formeln (3), (22), (31) oder (32) zu benutzen. Um 
die Konvergenz der so erhaltenen Entwicklungen zu prüfen, kann man 
entweder das Restglied untersuchen oder die in der Theorie der 
Kettenbrüche üblichen Konvergenzkriterien anwenden oder schließlich, 
was sich gewöhnlich am meisten empfiehlt, die homogenen linearen 
Differenzengleichungen 2. Ordnung studieren, denen die Näherungs- 
zähler und Näherungsnenner, als Funktionen des Index betrachtet, 
Genüge leisten. 

Zur Vorbereitung dieses Verfahrens wollen wir jetzt zunächst 
auseinandersetzen, wie eine homogene lineare Differenzengleichung 
2. Ordnung 


(a7) “++ HR) u@ +1) + g@) u) 0 


- 


mittels Kettenbrüchen aufgelöst werden kann [5]. Durch Division mit 
u(&--1) leitet man aus (47) die beiden Gleichungen 


ua+D) er 4%) 
u (x) x. #42) ’ 
PR) + “(<+1) 
ul) _ 1 


u@-i) 
u(@) 


echte- y 


her, aus denen rein formal unmittelbar die beiden Kettenbrüche 


(48) u er ae 4 (x) 
pe et 


P(x+1)- 


g(x+2) 
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u) il 
(49) ua a@-D) 


i Cr) 
pe) — 


hervorgehen. Unser Ziel ist nun, die Möglichkeit derartiger Entwick- 
lungen in aller Strenge zu begründen. Wenn es uns gelingt, die 
Konvergenz der in (48) und (49) auftretenden Kettenbrüche darzutun 
und durch diese die linksstehenden Quotienten für zwei linear un- 
abhängige Partikulärlösungen der Gleichung (47) darzustellen, so er- 
fordert nachher die vollständige Auflösung von (47) offenbar nur noch 
zwei Summationen; bei Kenntnis der beiden Kettenbrüche sind wir 
also im wesentlichen schon am Ziele. 

Wir gehen von einer einfach zu beweisenden Identität aus. Sind 
n beliebige Zahlen x, , x,, -.., x, gegeben, so können wir leicht schritt- 
weise einen Kettenbruch konstruieren, für den diese Zahlen die n ersten 
Näherungsbrüche sind. Dieser Kettenbruch lautet 


% — %a 
vw —=ı — 
n 1 1 %o — %g 
(2 — %g) (d — %4) 
% — %y 
u u— 
& (&n-3— In- 2) (In-ı — En) 
ah 
oder, wenn wir 
„ren But — 1,9.un—B) 
UT Uta FTstı "s+3 
(50) 
%g — %g 
2, = 
%—-% 
setzen, 
u—% 
%, == % 2 : 
0 
21 
23 
Tastanun 
je 
ELLZR 
1—2,_3 
Hieraus gewinnen wir die gesuchte Identität 
m ML % 
(51) —, ie 
u mi A 
208 
1 
Zn—4 
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welche namentlich dann von Nutzen ist, wenn wir durch den Grenz- 
übergang n— oo auf der rechten Seite zu einem unendlichen Ketten- 
bruche übergehen wollen. 

Zur Anwendung auf die Differenzengleichüng (47) und die Ketten- 
brüche (48) und (49) verstehen wir unter u, (x) und w, (x) zwei linear 
unabhängige Lösungen der Gleichung (47), nehmen 

u,(<+s-—]1) 


8 %(c+s—]) 


und schreiben (n+1) an Stelle von n. Dann wird, wie man sich 
auf Grund der Gleichung (47) leicht ausrechnet, 


ga(z+s) 
s  Ple+s—-N)Ple+s)’ 


z 


und die Identität (51) liefert die Beziehung 


(2) ME DmEtNn met NDme@tn_ _ 1) 
u, (%) U, (© + N) — us (X) u, (C+ n) Bi _g(&+1) 
p(ze+D)—---- 
a ni 
p@+n-3)' 


Ganz entsprechend finden wir, wenn u,(x) und u,(x) ebenfalls zwei 
linear unabhängige, im allgemeinen als verschieden von u, (x) und u, (x) 
anzunehmende Lösungen der Gleichung (47) bezeichnen, 


(5 ) ug (x) u, (© — n)— u; (X) u, (C— n) er.‘ 1 RM 
u +), @-n)-w(e+1)u (en) ER NR NEE 

p(e —2)—--- 

_4@-r+]) 

Ban) 


236. Von den in (52) und (53) auf der rechten Seite vorkommen. 

den Kettenbrüchen gelangen wir durch den Grenzübergang n — oo 

gerade zu den unendlichen Kettenbrüchen in (48) und (49). Um zu 

erkennen, was dabei aus den linken Seiten in (52) und (53) wird, 

müssen wir etwas über das infinitäre Verhalten der Lösungen w, (2); 
. . wcHNn . 

u, (X), u, (X), u, (x) wissen. Wenn z.B. as e — (0 ist, strebt 

der ins Unendliche fortgesetzte Kettenbruch (52) nach “ en Zur 
/ u, (x 

genaueren Untersuchung sei der Einfachheit halber die Gleichung (47) 

zunächst normal, und (x) und g(x) mögen rationale Funktionen, 

c, und c, ihre Grenzwerte für |«]—oo sein. Die Wurzeln der charak- 

teristischen Gleichung 


"+05:i+0,=0 
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mögen a, und a, heißen. Wir nehmen für «, (x) und u,(&) die Lö- 
sungen des ersten kanonischen Lösungssystems, für u, («) und u, (x) 
die Lösungen des zweiten kanonischen Systems. Für deren asym- 
ptotisches Verhalten gelten, wie wir in Kapitel 11 gesehen haben, die 
Gleichungen: 


; +n) ? u, (2 — n) 

lim en — lim 2 —=k 

n>» „tn a n>» ea, z 
1 ctn sl von f 

und 
in Be A iu 

n>» „rn 1 Bari n>% „FR Sbler Pa+l 2 

2 z-+n 2 Ben 


Wenn a, =a, und außerdem , — ß, eine ganze Zahl ist, bestehen 
diese Gleichungen nur in gewissen Ausnahmefällen. Liegen nicht 
gerade diese Ausnahmefälle vor, so haben wir bei a, =a, und ganz- 
zahligem ß, — ß, die Relation 


RES Br) Ba+i1 E ud n> © gen ee Pa+1 106 1 2° 
ztn 1 von 


Es sind also verschiedene Fälle zu unterscheiden. Wenn |a, | > |a, | 
ist, wird 


j; aeg, ; ee 
RE) no (En) 


dann entnimmt man aus (52) 


%(2+1) 9 () Er 

164) we  T  AeEN) 
7 4(@+2) 
a Tore 
und aus (53) 
U, (%) 1 

55 =— 
(63) HD Ton e=N 


ı®-2) 


Ist hingegen |a, |< |a,|, so konvergieren die rechtsstehenden Ketten- 


5 u, (+1) u(®) ; = ® der 
brüche nach 7 ei bzw. PALIN Bei |a, | = |a,| konvergier 


u, (2+]) n,(<-+1) 
Kettenbruch (54) nach n ee oder ” on der Kettenbruch (55) 
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nach ee @) ‚ je nachdem R(ß, — ß,) positiv oder 
u, (+1) u,(c+]1) £ 

negativ ist, während sich für R(f,)=R(ß,) beide Kettenbrüche als 

divergent erweisen. Wenn jedoch sowohl a,=a, als auch f, =, 


x +1 
ist, dann strebt der Kettenbruch (54) nach a und der Ketten- 


bruch (55) nach T Se Damit haben wir unter unseren Voraus- 
U; (x ; E 

setzungen über die Koeffizienten der Differenzengleichung (47) das 

Konvergenzproblem der Kettenbrüche (48) und (49) vollständig erledigt. 


Handelt es sich beispielsweise um eine Differenzengleichung 


ucx+2)+cu@+1)+o,=0 


mit konstanten Koeffizienten, so erhalten wir die bekannten Ketten- 
bruchentwicklungen 


für die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
+4: =0. 


Haben die Wurzeln verschiedene absolute Beträge, so strebt der erste 
Kettenbruch nach der absolut kleinsten, der zweite nach der absolut 
größten Wurzel; liegt eine Doppelwurzel vor, so konvergieren beide 
Kettenbrüche nach ihr; haben die beiden Wurzeln denselben Absolut- 
betrag, ohne doch zusammenzufallen, so divergieren die Kettenbrüche. 

Denken wir uns die Koeffizienten $ (x) und g(x) der Gleichung (47) 
außer von x noch von einem komplexen Parameter z abhängig, so 
bilden die Punkte, in denen |a,|=|a,| ist, im allgemeinen Kurven in 
der z-Ebene. Wir nennen sie die kritischen Kurven. In Gebieten, die 
längs einer solchen Kurve aneinanderstoßen, konvergieren die Ketten- 
brüche im allgemeinen gegen verschiedene Funktionen; beim Übergang 
über eine kritische Kurve springt demnach der Wert des Ketten- 
bruchs. Auf den kritischen Kurven selbst konvergieren die Ketten- 
brüche in denjenigen Punkten, wo R(ß,)#R(ß,) ist, und außerdem 
für a,=a,, PB, = Ba: 

Übrigens kann es auch vorkommen, daß in einer zweidimensio- 
nalen Punktmenge der z-Ebene |a,| =|a,| ist. Dann sind in dieser 
die Kurven R(ß,)= NR(ß,) kritische Kurven. 

Zusammengenommen führen die beiden Kettenbrüche (54) und (55) 
in der ganzen z-Ebene zur vollständigen Lösung der Differenzen- 
gleichung (47), außer etwa auf den kritischen Kurven. 
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237. Wenn unsere Voraussetzungen über die Koeffizienten p(&) 
und g(&) nicht erfüllt sind, so lassen sich doch in vielen Fällen ganz 
ähnliche Betrachtungen anstellen, wofern nur d(x) und q(x) Grenz- 
werten zustreben, wenn x auf einer Parallelen zur reellen Achse nach 
rechts ins Unendliche wandert, wofern also die Gleichung (48) eine 
Poincar&sche Differenzengleichung ist. Die an den Poincareschen 
Satz anschließenden, in Kap. 10, $ 6 besprochenen Untersuchungen 
ermöglichen ferner die Behandlung gewisser Fälle, in denen p(x) 
und g(x) keinen Grenzwerten zustreben. 

Wenn p (x) und g(x) Polynome in x sind und außerdem von einem 
Parameter z abhängen, können die Lösungen u, (x) und u, (x) bzw. u, (x) 
und u,(&) so bestimmt werden, daß sich u, («+ n) und u, («+ n) 
bzw. u, (@— n) und u,(@«—n) bei zunehmendem n asymptotisch wie 
Bee ına elns: ud ATe@ina "aim 
verhalten. Bei g, > q, konvergieren dann die Kettenbrüche (54) und (55) 
a Al Rene bei qy—q, hin- 
gegen kommen wir wieder auf die oben auseinandergesetzten ver- 
schiedenen Fälle zurück. 

Ein interessantes Beispiel liefert die in Kap. 14, $ 1 angeführte 
Differenzengleichung 


in der ganzen z-Ebene gegen 


ux+2)—- (e +o+1)u@ +1)+oxu(e) =0, 


welcher die unvollständigen Gammafunktionen P(x,o) und Q(x,o) 
genügen. Unter Heranziehung der Differenzengleichung erster Ord- 
nung für die Funktion P(x,0o) finden wir leicht den Kettenbruch 


er 
al e&+]) | 
E ee 
$ a de Le 
der bei festem endlichen o für alle x außer e=0, —1, —2,...kon- 


vergiert. 


238. Bisher sind wir von der Differenzengleichung (47) ausgegangen 
und haben aus ihr den Kettenbruch (54) hergeleitet. Umgekehrt ist 
natürlich bei passend gewähltem (x) und g(x) jeder Kettenbruch von 
der Form (54), und man kann, wenn ein beliebiger Kettenbruch vorgelegt 
ist, die Funktionen 5(x) und g(x) aufschreiben, mit ihnen die ent- 
sprechende homogene lineare Differenzengleichung 2. Ordnung bilden 
und von ihr aus über die Konvergenz des Kettenbruches entscheiden. 
So liefern z. B. die eben besprochenen Untersuchungen recht umfassende 
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Konvergenzkriterient). Oft kommt es jedoch vor, daß die Teilzähler und 
Teilnenner des Kettenbruchs keinem einheitlichen Gesetze folgen, so- 
daß man bei Aufstellung der Differenzengleichung (47) auf Schwierig- 
keiten stößt, z. B, wenn die Teilzähler und Teilnenner von geradem 
und ungeradem Index verschiedenen Bildungsgesetzen unterliegen. 
Dann kann man bisweilen zum Ziele kommen, wenn man statt der 
einen Differenzengleichung (47) ein System von zwei Gleichungen 


v@+1)+9,@)ul) +, @d)v@)=0, 
nE4)+BWu@+l) +0 


zugrundelegt. Auf diesem Wege gewinnt man Konvergenzkriterien, 
die für die meisten praktisch vorkommenden Fälle ausreichen. 

Zur Auflösung der Gleichungen (56) setzen wir in der Identität (51) 
einmal 


(86) 


e _ MM (2 +s) n A v,(x+s) 
2s+2 Us (x<+s)’ 2s+1 v.(zx+s) 
und ein anderes Mal 
Snm@t) |, 2) 
Tat)’ ati (ct) 


Beim ersten der so gewonnenen Kettenbrüche 


(57) a ORT 
dr a N Bene 
„a (+1) 


P. (X 
Dı («+ 1) 


9 (2+1) Et 
R@+N = 


heißt der (2n -+ 4)-te Näherungsbruch 
u, (CHR) (Ro, (+0) 
u Rn) ya), (+ N) 
und der (2n + 5)-te 


NOLTCEDER NOLTE) 
NORTCEDERHOrTEEETE 


Beim zweiten Kettenbruch hingegen 


(58) BC) 
ds („)— A (+1) 
A e+y- BerD 
Ar, er 
en 3 Dı(%+2)—:-- 


!) Vgl. auch Pringsheim [1], van Vleck [r], Montessus de Ballore [1,2]; 
ferner O. Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen, Leipzig und Berlin 1913. 
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sind die Näherungsbrüche 


v@+l)yva+n)-y(a+l)v,(x+n) 
ut mut 


und 


v@+)w,a+n)-u@+l)u(&+n) 
MERNCEDEHErKeRT 


A) NEE 
ee) und een bei zu- 
nehmendem »n kennen, sind wir also am Ziele. Streben diese beiden 


Größen z. B. gegen Null, so konvergieren die Kettenbrüche (57) 
und (58) nach en und 4 SER so daß wir leicht «, (x) und v, (x) 


Wenn wir das Verhalten von 


ı (®) u, (x) 
lb itteln kö j 5 : u, (2 -+n) 
selbst ermitteln können. Sind hingegen die Grenzwerte von EL und 
Us ECTN 
u) voneinander verschieden, etwa und S ılli di 
v,(c+n) » C, c,, So oszillieren die 


Kettenbrüche (57) und (58). Z.B. streben für (57) die Näherungs- 
brüche gerader Ordnung nach 


u, (X) — 0,4, (x) 
v, (X) — 69 5 (X) 


und die Näherungsbrüche ungerader Ordnung nach 


u, (&) — 6 Ua (x) 
v,(8)— 6,9 (2) 


In diesem Falle ermöglichen die Kettenbrüche (57) und (58) die voll 
ständige Auflösung des Systems (56), während man bei Konvergenz 
noch zwei andere, zu (55) in Analogie stehende Kettenbrüche heran- 
ziehen muß. 

239. Im Zusammenhange mit diesen Betrachtungen für Diffe- 
renzengleichungen wollen wir erwähnen, daß man auch eine homogene 
lineare Differentialgleichung 2. Ordnung 


(59) v’+P@y+0@)=0 


durch Kettenbrüche zu integrieren vermag. Zu diesem Zwecke ver- 
stehen wir unter y, und y, zwei linear unabhängige Partikulärintegrale 
und setzen in der Identität (51) 


um den hierbei entstehenden Kettenbruch bequem aufschreiben zu 
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können, differenzieren wir die Gleichung (59) fortgesetzt nach z. Da- 
durch ergibt sich das Gleichungssystem 


y' ip y +09 y =. 0; 
2 38 P, y” . Cr y == OÖ, 
yim+2 & Ha y (n+1) — 0, nah —(, 


wobei die Koeffizienten miteinander durch die Rekursionsformeln 


(Of eg —P, Er 
IE em eek: OH, Ay 
verbunden sind. Die Größen z, in (51) sind dann durch die Formel 


Os 


2 Pose 


ausdrückbar, und wir bekommen schließlich 


(60) year 7 2 ne Q, 
y, yartd) _ Ya yarı 


_-ı, 

In ähnlicher Weise erhalten wir, wenn wir mit y(-") das n-te Integral 
von y bezeichnen, nachher durch Integration aus (59) die Gleichungen 
A 2 Eee a np a r 
ve a ee ee, 


yet P_, yon +0. yon—0 


herleiten und 


yIrr9 
S yi s+2) 
annehmen, die Gleichung 
(61) Er LE es UFRY j 
y "ys m = 
2 91 a Bas 
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Wollen wir in den Beziehungen (60) und (61) » unendlich zunehmen 
lassen, so müssen wir uns eine Aussage über das Verhalten der Ab- 
leitungen und Integrale von y für große n verschaffen. Wenn z. B. 
die Relation 


besteht, so ist der ins Unendliche fortgesetzte Kettenbruch (60) gleich 


I Ey 
oy 


also gleich der logarithmischen Ableitung eines Partikulärintegrals 
der Differentialgleichung (59). Um dieses selbst aufzufinden, ist dann 
nur noch eine Quadratur nötig. Die Konstante c hat indes im allge- 
meinen nicht in der ganzen z-Ebene denselben Wert. Es ist also 
hier wie bei dem Kettenbruch (54), wenn die Koeffizienten der Diffe- 
renzengleichung (47) von einem Parameter z abhängig sind; der 
Kettenbruch (60) stellt in verschiedenen Teilen der z-Ebene im all- 
gemeinen verschiedene analytische Funktionen dar. Nehmen wir an, 
daß die Differentialgleichung (59) die singulären Punkte a,,a,,..., q, 
und oo besitze, welche, allenfalls bis auf den unendlich fernen Punkt, 
sämtlich Punkte der Bestimmtheit sein mögen, dann hat sie in der 
Umgebung der Stelle z=a, zwei linear unabhängige Integrale von 
der Form 


1 Vo (@— a) r Fri (@) und Ya = a,)r#® Pi,2 @); 


wobei 9,,(z) und p,5(z) in z=a, regulär und von,Null verschieden 
sind, oder von der Form 


Ya ee a,» Pii (@) und 
#9 Es a,» [y; 1 @)-+ Ya (@)log(z — a;)] 


mit regulärem Yı (2) und Yia (z). Betrachten wir zunächst den ersten 
Fall. Es sei z ein beliebiger Punkt der Ebene, a, der nächste, 4; der 
(außer Unendlich) entfernteste singuläre Punkt; wir haben das Verhalten 
von vr und yr für große positive ganzzahlige n zu ermitteln. All- 
gemein gesprochen handelt es sich also um das Problem, das Ver- 
halten der Ableitungen einer Funktion bei zunehmender Ordnung zu 
studieren, wenn die Funktion einer homogenen linearen Differential- 
gleichung genügt. Dazu kann man so verfahren, daß man die Diffe- 
rentialgleichung fortgesetzt nach z differenziert. Dann ergibt sich für 
die Ableitungen, bei festem z als Funktionen der Ordnung aufgefaßt, 
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eine Differenzengleichung, für welche das asymptotische Verhalten der 
Lösungen zu untersuchen ist!). In unserem Falle findet man, daß sich 


= a en 
%1(a — 2) Int Surit &,2(a; — 2) ne 


i 7 1 Konstanten be- 
verhalten, wobei C%ı und c,, von Null verschiedene 
deuten. Daher wird 


(n) 

. Br C; 
lım 428 nei, Pi, = 
n>» 2. Ci,2 


wobei Yı und Ya lineare Funktionen von Yıı und Yıe sind. Bei 
wächkenden n strebt also der Kettenbruch (60) nach 


für RE,J)>RÖ,: 
= für RAN)<RL; 


während er für R(P,,)=R(ß; 2); P,ı#ß;, divergiert, und der Ketten- 


„- 


bruch (61) konvergiert entsprechend nach 


2 für R)>R,,) 
yii 


en für NR ß, j, u) <M (ß J» ) j 


Im allgemeinen führen daher die Kettenbrüche (60) und (61) bei 
n—00 nach je einer Quadratur zusammen zu zwei linear unab- 
hängigen Integralen; die Differentialgleichung (59) kann also mittels 
dieser Kettenbrüche vollständig integriert werden. 


) Auf andere Weise hat Perron das angeführte Problem angegriffen und 
weitgehende Ergebnisse erzielt; vgl. seine Abhandlung: Über das Verhalten 
von f(x) für lim»=oo, wenn f(&) einer linearen homogenen Differential- 
gleichung genügt, Stegsber. Akad. München (math.-phys.) 1913, $. 355—382. 
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(n) 


Falls Logarithmen auftreten, verhält sich 2 asymptotisch wie 


Cla,— 2)" nen Y(n+ Pirat); 


[# 
und der Kettenbruch (60) konvergiert bei wachsendem n immer nach a 
i,1 
Betrachten wir jetzt einen Wert z, für den nicht mehr a,, sondern 
4, der nächste singuläre Punkt ist, so konvergieren die Kettenbrüche 
im allgemeinen ebenfalls, aber nach einer anderen Funktion von z, 
welche nicht die analytische Fortsetzung der früheren ist. Auch die hier 
vorkommenden Kettenbrüche besitzen also kritische Linien, auf denen 
der Wert der Kettenbrüche springt. Diese kritischen Linien sind durch 
die Lage der singulären Punkte der Differentialgleichung bestimmt und 
teilen die Ebene in Gebiete, in deren jedem der Kettenbruch nach ein 
und derselben Funktion konvergiert. Bei nur einem singulären Punkt 
gibt es keine kritische Linie. Für zwei singuläre Punkte a, und a, 
ist die kritische Linie die Mittelsenkrechte der Verbindungsstrecke 
a,a, (Fig. 52); in derjenigen Halbebene, welche den Punkt a, ent- 


Fig. 52. Fig. 53. Fig. 54, 


hält, konvergiert der ins Unendliche fortgesetzte Kettenbruch (60) nach 


[4 
: : Ya,1 6 la: 
‚in der anderen Halbebene hingegen nach RE Bei drei singu- 
Yı,ı ws . . zu . 
lären Punkten a,,a,,a, sind die kritischen Linien die Mittelsenkrechten 


auf den Seiten des von a,,a,, a, .gebildeten Dreiecks. Dies wird 
durch Fig. 53 verdeutlicht, während in Fig. 54 die kritischen Linien 
für vier singuläre Punkte a,,a,, a,, a, gezeichnet sind. Auf den 
kritischen Linien können die Kettenbrüche divergieren, hingegen Kkon- 
vergieren sie in den singulären Punkten. 


’ 
yıı 


Nörlund, Differenzenrechnung. 29 


450 - Fünfzehntes Kapitel. Reziproke Differenzen und Kettenbrüche. 


85. Beispiele. 


240. Zunächst betrachten wir ein Beispiel für die Auflösung von 
Differentialgleichungen 2. Ordnung durch Kettenbrüche, und zwar wählen 
wir die Gaußsche Differentialgleichung 


21-2)’ ++ +YdD)y—eapy—0. 


Hier lauten die aus (60) und (61) hervorgehenden unendlichen 
Kettenbrüche 


R-" ' 


»+1-(e+P+3)z+ 


(«+2)(?+2)z(1—2) 
y+2—(e+ß+5)2+ 


K a @—1) 
y—1-(e+ß-1)2+ 


CENIESENED) 
| _ @-96-9:U-2 
ne DE En 


Die kritische Linie wird, da die singulären Punkte der Gaußschen 
Differentialgleichung in O0, 1 und oo liegen und sämtlich Punkte der 
Bestimmtheit sind, durch eine Senkrechte zur reellen Achse im 
Punkte z=3 gebildet. Setzen wir 


„=A7F@—-y+1,ß-y+1,2—y:2) 
y,=Fü,ß,y;2), 
„»=Fle,ß,e+ß—-y+t1;1-—2) 

El EEE ua HC Aal 97 32.0 PS Be dan Au a 


so erhalten wir auf Grund unserer allgemeinen Ergebnisse folgende 
Tafel der Werte von K, und K.;: 


1 A r 
Gr KR=-%, aA 
Ya . Yı 
il ’ 
Bee ER En ER 
2 1 nn 2 ur 
RE tt) Ye Yı 
hr Ki, R—, 


2 
AY)=R SE K, und K, divergieren. 
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Auf eine nähere Untersuchung der Ausnahmefälle, daß «, y oder 
y— @— ß ganze Zahlen sind oder einer oder mehrere der Parameter 
&, ß, y unendlich groß werden, wollen wir nicht eingehen. 


241. In seiner klassischen Abhandlung über die hypergeometrische 
Reihe hat Gauß [1] das Verhältnis zweier benachbarter Funktionen (series 
contiguae) in einen Kettenbruch entwickelt. Benachbart heißen solche 
hypergeometrische Funktionen, aufgefaßt als Funktionen. der Para- 
meter &, ß, y, bei denen sich zwei Parameter um 1 unterscheiden. 
Gauß benützt das zu Anfang von $4 beschriebene rein formale Ver- 
fahren, ohne sich auf Konvergenzuntersuchungen einzulassen; diese 
sind später von Riemann, Thome, van Vleck und anderen nach- 
getragen worden. 

Mit Hilfe der von uns entwickelten Methoden läßt sich das 
Problem leicht vollständig erledigen. Dazu gehen wir aus von folgen- 
dem System von Differenzengleichungen: 


e+2)y—-P+ 
u(x) en? u +1)—-v@)=0, 
P+z+l)b-e+z+) 


a Gere el) ze) —D; 


der Kettenbruch (57) liefert dann den Gaußschen Kettenbruch 


Fe, $+l,y+1; 2) _Y 
Fie, ß, y; 2) _ehb-Mz 
De EDGFerRN: 
PFITT,_ @HDOSBHDE 
az 3 B-NdG—a+D:, 
Faız y+4—:.- 


Zur Untersuchung der Konvergenz eliminieren wir aus dem 
System von Differenzengleichungen die Funktion v(x), wodurch für 
u(x) eine Differenzengleichung zweiter Ordnung entsteht, deren cha- 
rakteristische Gleichung 


2? +8(2—2)!+16=0 
heißt. Ihre Wurzeln sınd 
t = a h 
h Fi 


und die beiden kanonischen Lösungen der Differenzengleichung für 
u(x) verhalten sich asymptotisch wie 


= te 2 Beh: =t RN . Pu PL 
E20 Es =) nnd ’c® \ =) > 2 <arcı en) 
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Hieraus ergibt .sich, daß der Gaußsche Kettenbruch für alle 
Werte von z konvergiert, außer für reelles z> 1. Dann haben näm- 
lich die beiden Wurzeln denselben Absolutbetrag, und der Ketten- 
bruch divergiert. 


242. Die hypergeometrische Funktion liefert auch mancherlei Bei- 
spiele für die Anwendung der reziproken Differenzen und Ableitungen 
zur Entwicklung von Funktionen in Kettenbrüche. Wir wollen in 
dieser Hinsicht nur einen lehrreichen Fall erwähnen. Ermittelt man 
die reziproken Ableitungen von Fle,1,y; x) ım Punkte 1 und 
benutzt nachher die Formel (32), so gewinnt man den Kettenbruch 


Br 
«(«+1—-y)(1—®) 
“Han, erDetsondee 
a ra, Fe-NU-e) 
7 ii nr ET, 


Nach Formel (32) sollte man erwarten, daß dieser Kettenbruch 
nach F(&,1,y;x) konvergiert. Vergleicht man ihn jedoch mit dem 
aus dem Gaußschen Kettenbruch für # = 0 entspringenden Kettenbruch 
für F(@,1,y; x), so sieht man, daß er in Wirklichkeit gleich 

en 
= te iuerrzl — x) 
ist. Entwickelt man also eine Funktion mittels reziproker Differenzen 
in einen Kettenbruch, so kann es vorkommen, daß der Kettenbruch zwar 
_ konvergiert, aber gegen eine andere als die beabsichtigte Funktion. Wie 


bekannt, besteht bei der Taylorschen Reihe eine entsprechende Mög- 
lichkeit. 


243. Zum Schluß wollen wir die Exponentialfunktion a“ und die 
Funktion (x) vermöge reziproker Differenzen in Kettenbrüche ent- 
wickeln. Für die Exponentialfunktion lautet das Schema der reziproken 
Differenzen 


2 3 4 5 
S % g 0 0 
= —-2 —2 _2 
x 2 [#4 48-2 —da ga?-2 a? gat-2 
Mm 1 ar! a s-1 el ER a-1 
RR = Br ar- 
a! x 9al-® gal-z 
a1 re] er 
x a® >. — q® a® 
ai 2a Be © 
a—| rar wo 
+1 1 Ba — g®Hl - ar+ı u 
a a1 Yaa-t ga-:-1 
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und allgemein ist 
era n,e—n-1, na tn)=(- i)"a” 


ertia—nae—n-+1,..,e+n-+ 1)=(— EN : 
(a—1)a* 
Benützen wir nun, die reziproken Differenzen auf einer schräg- 
absteigenden oder einer wagerechten Linie, so gewinnen wir die beiden 
Kettenbrüche 


ae, x(a—1) 
a eyam) 
Pe Bee) 
2 (2 — 3) (a—1) A 
Re De ilaan) 
; @=5)(a-1) 
Mae ee 
a+1-+--- 
und 
ER x(a-1) 
5 gene) 
@+1)@-1) 


@+Ya-1) 
ee) 
2-+.»: r 


Zur Entscheidung über die Konvergenz des letzten Kettenbruchs 
ist es zweckmäßig, die Differenzengleichungen für die Näherungsnenner, 
als Funktionen des Index aufgefaßt, zu betrachten, welche folgender- 
maßen heißen: 


Nongs 2ER 1) N, @B)@—-1)N,,. 


/ 
N 2N,, una UN, 


ENTE 
Auf diesem Wege findet man, daß der Kettenbruch für negativ reelles 
a divergiert, hingegen für alle anderen a und alle x konvergiert. Daß 
er wirklich nach a? konvergiert, kann durch Grenzübergang von der 
hypergeometrischen Funktion aus gezeigt werden, da 


lim F(n, — x ;1)=a8 


n>o a1 Sa’ 
ist. 

Wenn es sich um die Exponentialfunktion im engeren Sinne e® 
handelt, können wir zur Entwicklung mit Vorteil von dem Thieleschen 
Kettenbruche (31) Gebrauch machen, weil sich die reziproken Ab- 
leitungen der Funktion e*? 


yznoe®— (— 1)" e*, yntlgee—= (— 1) (n-+1)e” 
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bequem bilden lassen. Auf diese Weise gewinnen wir den beständig 
konvergenten Kettenbruch 
14 


e—14+- 
Lee 


x 


während wir von der hypergeometrischen Funktion aus zu der weiteren 
Gleichung 


gelangen können. 


244. Die Funktion Y (x), welche eines der schönsten Beispiele für 
die Entwicklung einer Funktion mit Hilfe der Methode der reziproken 
Differenzen darstellt, hat die reziproken Differenzen 


""@—nt+l,e—n+2,.,a+n=nz, 
"na n+l,..atn)=P@+2(1+54-+4); 


durch Verwendung der reziproken Differenzen auf einer Zickzacklinie 
im Differenzenschema finden wir daher die Gleichung 


Ye+y)=Y(x) Fee 


er 
1 y—?2 
a y+2 
2% ET, 
; 
3 


welche für R(22 +9) > 1 richtig ist. Durch Grenzübergang läßt sich 
aus ihr für o = der Kettenbruch 
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herleiten, und mit Hilfe der Beziehung 


ser) 76) 


bekommen wir z.B. die ebenfalls für o = gültige Beziehung 


Damit beschließen wir die Reihe der Beispiele zu den Ausfüh- 
rungen dieses Kapitels, wollen jedoch ausdrücklich anmerken, daß 
wir aus der Fülle der möglichen Entwicklungen nur einige wenige 
besonders interessante herausgegriffen haben. 


Tafeln. 


In den folgenden Tafeln findet man eine Zusammenstellung nume- 
rischer Werte für einige der im Buche vorkommenden Zahlen. Diese 
Werte sind von Herrn Dr. A. Walther sämtlich vollständig neu be- 
rechnet und erst nachher mit den Angaben in der Literatur, soweit 
solche vorliegen, verglichen worden. 

Die Tafeln 1, 2, 3 und 4 enthalten die von Null verschiedenen 
unter den Bernoullischen Zahlen B,, den Eulerschen Zahlen E, und 
den mit ihnen zusammenhängenden Zahlen C, und D, (vgl. Kap. 2, 
$ 2) bis zu » = 30 bzw.» = 20. Die Bernoullischen Zahlen B, bis zu 
‚ v=10 stehen bei Jakob Bernoulli [1,2], bis zu »— 30 bei Euler [10], 
bis zu »= 62 bei Ohm 2], bis zu v—=124 bei ]J. C. Adams [1,4 
und bis zu » = 184 bei Serebrennikoff [1,2]. Die Eulerschen Zahlen E,„ 
bis zu v= 16 sind verzeichnet bei Euler [10,25], bis zu»= 28 bei 
Scherk [1], bis zu v= 54 bei Glaisher [4], bis zu » = 100 bei Jofie [1, 2], 
die Zahlen C, bis zu »= 29 bei Saalschütz [1]. 

Tafel 5 gibt die Polynome B/”, von denen die ersten schon in 
Kap. 6, $ 5 angeführt sind, bis zu »—= 12, Tafel 6 die von Null ver- 
schiedenen unter den Polynomen D.”, ebenfalls bis zuv= 12. 

Die Tafeln 7 bis 14 sollen vornehmlich als Hilfstafeln zur mecha- 
nischen Quadratur dienen. In Tafel 7, 8, 11 und 12 sind die in 
Betracht kommenden Zahlen B”, B""”, DE” und DEV bis zu 
v=12 bzw. 2»—= 12 zu finden, während man aus Tafel 9, 10, 13 
und 14 unmittelbar die Koeffizienten für die Formeln (72), (73), (85) und 
(84) in Kap. 8, $ 7 auf 12 Dezimalen entnehmen kann. 
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Tafel 1. 
Bernoullische Zahlen 3Z,. 


are Br % 


28 


30 


SU ee ee I ET. 
ee —ı ya 
ne a ee I re a 
I ee —ı Seo 2 
a ee I ke er 2 
u —ıT SI 0 2 630 
EL cher 5 ee 
ER — 691 2 739 
OPT Pa re 7 on re 
a: — 32677, Ne) 
FE 43 867 er 7098 
II 7AROTE EN | ee 330 

a 854 513 138 
— 236 364 09I 2730 
ES oe A an 6 

23 7AOSAOT ORIG EEE. 870 
8 615 841 276, 005 14 322 
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_ Tafel 2. Tafel 3. 
Eulersche Zahlen E,. Zahlen. 


u EEG 2 702 765 


— 199 360 981 


19 391 512 145 


— 2 404 879 675 441 


370 371 188 237 525 | 


Tafel 4. 
Zahlen D,. 


II8 518 239 


—5 749 691 557 


gı 546 277 357 
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Tafel 6. 


Polynome D/”. 


Zähler von »9 


Nenner von pi» 


EN ee ea we He U REED ARE ee u RE Fee 


Bee ea — n(35n?+42n-+ 16) ER: 


re n (175 n® + 420n? + 404 n + 144) 


—n(385 nt + 1540 n? + 2684 n?+2288n+768) | -..... 


n (175 175 nd + 1 051 050 nt 4 2 862 860 n® 
+ 4 252 248 n® + 3 327 584 n + I 061 376) 
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Tafel 9.) Tafel 10.) 
Br Br 
Zahlen Zahlen PIC 


Tatel 11. 
Zahlen DA”. 


. 218 940 160 


283 936 226 304 


y In der en wird man für v»=2 und »=3 meist bequemer mit den 


5 1 1 
Brüchen — und —— bzw. = und zo rechnen. 
18 12 24 
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Tafel 12. 
Zahlen®n,. 


Zähler von HR han er Nenner von De 


36807, 


58 621 671 


Tafel 13.) Tafel 14.) 
(2 ») p“r’-d 
Zahlen — Zahlen = =, 
(29) 1 22” (2)! (2» — 1,2%? 


(2») 
D; v 


(2v)1 2?” 


(27-1) 
2er 


@r)ı (a, 1,2?” 


666 666 
0,002 951 388 889 
— 0,000 379 257 606 
0,000 059 978 075 


— 0,000 010 567 252 


. . er E r al il h 
') In der Praxis sind für v„=2 die Brüche ur bzw. ae vorzuziehen. 
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der Hauptlösungen 54—56. 

der mehrfachen Summen 177—179. 
einer Fakultätenreihe 263. 
reziproke, siehe reziproke Ablei- 
tungen. 

Zusammenhang mit Differenzen und 


| Asymptotisches 


Mittelwerten 142, 241—242, 245 | 


bis 246. 

— siehe auch numerische Differen- 
tiation. 

Adams, J. C. 456. 

Adjungierte Differenzenglei- 


chung 289, 390. 

Äquidistante Interpolations- 
stellen bei Steigungen 10. 

— bei der Newtonschen Interpola- 
tionsformel 15, 199. 


Alternierende Funktion 495, 431. | 


Ampere 8. 


Analytische Fortsetzung 


der | 


durch eine Fakultätenreihe definier- 


ten Funktion 262—263, 265—266, | 


der durch eine Newtonsche Reihe 

definierten Funktion 233— 237. 

der Hauptlösungen 81, 82—91. 

der kanonischen Lösungen einer 

Differenzengleichung 321—323, 330, 

366—867. 

Appell 39, 59. 

Asymptotische Reihen für die 
Funktionen P(x) und g (x) 101, 106 
bis 107. 

— für die Gammafunktion 111. 

— für die Hauptlösungen 56—61, 76 
94—97. 

— für die mehrfachen Summen 166, 

167—168, 169— 177. 


’ 


Verhalten der 

Ableitungen der Lösungen von Dif- 

ferentialgleichungen 447—449. 

der Fakultätenreihen 258—259. 

der Funktion y(x) 116. 

der Funktionen # (r) und g(«) 101. 

der Gammafunktion 111. 

der Hauptlösungen 56—61, 94— 97. 

der kanonischen Lösungen von Dif- 

ferenzengleichungen 320, 327—329, 

330—531, 337—339, 365—366, 367, 

375, 441. 

der mehrfachen Summen 169—177. 

der unvollständigen Gammafunktion 

P (x) 392. 

gewisser periodischer Funktionen 

334— 336, 338, 375. 

siehe auch Satz von Poincare£. 

Auflösung von Differenzen- und 
Differentialgleichungendurch 
Kettenbrüche 438—455. 

Ausgezeichnete Lösung 


410, 413, (Pincherle) 306. 


(Hilb) 


Benachbarte Funktionen 
bis 452. 
Bendixson 200, 202, 206, 223. 
Bernoulli, Daniel 98, 299. 
— Jakob 19, 456. 
Bernoullische Polynome. 
tungen 19. 
als Hauptlösungen 53. 
Anfangswerte 18. 
Anwendung bei der Summation der 
Potenzen der natürlichen Zahlen 
(Jakob Bernoulli) 19. 
Anwendung bei der Summation einer 
rationalen Funktion 105. 
Anwendung beim Summationspro- 
blem (Appell-Hurwitz) 39. 
Darstellung mittels der Newtonschen 
Interpolationsformel 250. 


451 


Ablei- 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Bernoullische Polynome. Dar- 
stellung mittels der Stirlingschen 
und Besselschen Interpolations- 
formel 252. 

Definition 18. 
Differentiationsformeln 19. 
Differenzengleichung 18, 119. 
Ergänzungssatz 21. 

erste B.P. 19. 

erzeugende Funktion 31. 
Fouriersche Reihen 65—66. 
Integral 19. 

Integraldarstellung 75. 

mit den B. P. zusammenhängende 
periodische Funktionen 29—80. 
Multiplikationstheorem 21. 
Nullstellen 22. 

Rekursionsformeln 19, 20—21. 
spezielle Werte 21—23, 28—29. 
symbolische Schreibweise 20—21. 
trigonometrische Reihen 65—66. 
Verlauf 22—23. 

Zusammenhang mit den Eulerschen 
Polynomen 24. 

Bernoullische Polynome höhe- 
rer Ordnung. Ableitungen 131. 
als Hauptlösungen 176. 
Darstellung mittels der Stirling- 
schen und Besselschen Interpola- 
tionsformel 203: 

Definition 129—130. 
Differentialgleichung 141. 
Differentiationsformeln 131. 
Differenzen 131. 
Differenzengleichung 130. 
Ergänzungssatz 134. 
erzeugende Funktion 142—143, 
146, 161—162. 

explizite Darstellung mittels der 
B@®) und D(®) 130, 134. 
Homogenitätsrelation 134, 174. 
mit dem B,. P. zusammenhängende 
Funktionen B(®(z) 154—155. 

mit lauter gleichen Spannen 145 
bis 151, 189. 

mit zwei zusammenfallenden Span- 
nen 144—145. 
Multiplikationstheorem 135—186. 
Nullstellen 130, 134. 
Problemstellung 119—120. 
Rekursionsformeln 132—133, 
bis 141, 145--146, 148—150. 


145, 


140 


| 
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Bernoullische Polynomehöherer 

Ordnung. Spannenintegral 131, 

136—137. 

spezielle Werte 130, 134. 

Symmetrie in den Spannen 134. 

von negativer Ordnung 138—141. 

Zusammenhang mit den Eulerschen 

Polynomen höherer Ordnung 135, 

141. 

— Zusammenhangmit den Faktoriellen 
147—148. 

Bernoullische Zahlen. 
18. 

— erzeugende Funktion 31, 32. 

— Integraldarstellung 75. 

— numerische Werte 18, 456, 457. 

— Rekursionsformeln 18, 20. 

— Satz von v. Staudt-Clausen 32—34. 


Definition 


| — symbolische Schreibweise 20—21. 


— Verschwinden der B. Z. mit un- 
geradem Index 21. 

— Vorzeichen der B. Z. mit geradem 
Index 23. 

— Zusammenhang mit den Eulerschen 
Zahlen und den Zahlen C, und D, 
28. 

— Zusammenhang mit den Summen der 
reziproken Potenzen der natürlichen 
Zahlen 66. 

Bernoullische 


Ordnung siehe Formen Bin und 
D®), Zahlen BP). 


Zahlen höherer 


| Bessel 15, 203, 204, 219. 


Bieisss eilisichhre Interpolations- 
formel. Beispiele 203. 

— Definition 15, 203. 

— Restglied 203. 

Besselsche Reihe. Anwendung beim 

Summationsproblem 249—250. 

Anwendung zur Halbierung eines 

Tafelintervalls 246. 

Anwendung zur numerischen Diffe- 

rentiation und Integration 244— 246. 

Definition 204. 

für die Funktion sin ax 221. 

für die Funktionen 1?? + 1 ?* 22. 

für eine gerade oder ungerade Funk- 

tion 220—221. 

hinreichende Konvergenzbedingun- 

gen 220. 

Binet 109. 
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Binetsche Integraldarstellung 
der Funktion # (x) —log x 109. 
Binomischer Satz der Faktoriellen 
151, 19% 

Birkhoff 2, 268, 379. 

Birkhoffsche Methode 379—384. 

Bohr, Harald 256, 258, 263. 

Boole 26. 

Boolesche Summenformel. 
‚gemeine 34. 

— Anwendung beim Existenzbeweis 
der Hauptlösungen 47—52. 

— Beispiele 35—36. 

— für Polynome 26. 

— Restglied 34—35. 

— siehe auch verallgemeinerte B.S. 

Borel 256, 268. 

Bortolotti 193, 276. 


©, siehe Zahlen (,. 

Cahen 223. 

Carlson 206, 227, 239. 

Carmichael 2, 40, 383. 

Casorati 276. 

Cauchy 14, 38, 423. 

Cauchysche Interpolations- 
formel 422—423. 

Charakteristische Funktion 296. 

Charakteristische Gleichung 
einer Differenzengleichung mit kon- 
stanten Koeffizienten 296. 

— einer Differenzengleichung 2. Ord- 
nung 440—441. 

— einer normalen 
chung 324. 

— einer Poincar&schen Differenzen- 
. gleichung 301. 

— eines Systems von Differenzen- 
gleichungen 380. 
Charakteristische 

384— 385. 
Clapeyronsche Gleichung 298. 
Clausen 32. 

Courant 239. 
Czuber 298. 


D, siehe Zahlen D,. 

Darboux 30, 34. 

Determinante eines Fundamen- 
talsystems siehe Differenzen- 
determinante, 

Determinantendarstellung der 
Näherungszähler und -nenner der 
Thieleschen Interpolationsformel 
419 — 4%. 


AIl- 


Differenzenglei- 


Konstanten 
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Determinantendarstellung der 
Näherungszähler und -nenner des 
Thieleschen Kettenbruchs 432—433. 

— der reziproken Ableitungen 427, 430. 

— der reziproken Differenzen418—419, 
422. 

— der Steigungen 9—10. 

— des Restgliedes der Newtonschen 
Interpolationsformel 11. 

— eines Newtonschen Näherungspoly- 
noms 12. 

Determinierende Gleichung 356 
bis 357, 358. 

Differentialgleichung als Grenz- 
fall einer Differenzengleichung 40, 
46, 59, 94-97, 106, 175, 183, 282. 
bis 283. 

— Auflösung durch Kettenbrüche 445 
bis 451. 

— der Bernoullischen und Eulerschen 
Polynome höherer Ordnung 141. 
— durch die Laplacesche Transfor- 
mation aus einer Differenzenglei- 
chung entstehende D. 317—318, 323 

bis 325. 

— Gaußfsche, siehe Gaufsche D. 

— unendlich hoher Ordnung 407, 409. 

— vom Fuchsschen Typus 315, 317 
bis 318, 334. 

Differentialinvarianten 431,432. 

Differenzen als Steigungen 10. 

— ausgedrückt durch Ableitungen 142. 


| — Definition 3. 


— der Bernoullischen Polynome höhe- 
rer Ordnung 131. 

— der Exponentialfunktion 6. 

— der Faktoriellen 5. 

— der Polynome 5, 15. 

— der Potenzen 5, 138—139. 

— dividierte, siehe Steigungen. 

— eines Gammaquotienten 6. 

— explizite Ausdrücke 4. 

— Grenzübergang zu Ableitungen 13 
bis 14. 

— Integraldarstellung 14, 199. 

— Rechenregeln 5, 6—7. 

— reziproke, siehe reziproke Differen- 
zen. 

Differenzendeterminante 
Gammaguotient 277, 333—334. 

— Definition 275. 

— Ditferenzengleichung 275, 277. 

— Geschichtliches 276. 


als 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Differenzengleichung. Adjun- 
gierte 289, 390. 

Auflösung durch Kettenbrüche 438 
bis 445, 451— 455. 
charakteristische Gleichung 296, 
301, 380, 440—441. 


Definition 7. 


—NHS ER NZGE(E- HH le)Ksiehe 
Hauptlösungen, en Wechsel- 
summe. 


n n 

AF(@&)=_(2), VG(x)=2 (x), siehe 
mehrfache Summen, Summe höherer 
Ordnung, Wechselsumme höherer 
Ordnung. 

der Bernoullischen Polynome 18, 
219g: 

der Bernoullischen Polynome höhe- 
rer Ordnung 130. 

der Determinante eines Fundamen- 
talsystems 275, 277. 

der Eulerschen Polynome 23, 119. 
der Eulerschen Polynome höherer 
Ordnung 120. 

der Funktion y (x) 115. 

der Funktionen P (x) und g(x) 99. 
der Gammafunktion 6, 7, 109. 

der unvollständigen Gammafunktion 
392, 393, 443. 

Entwicklung der Lösungen von D. 
in Fakultätenreihen 268—271, 319 
bis 320, 326—327. 

für die Näherungszähler und -nenner 
eines Kettenbruchs 438, 453. 
Grenzübergang in eine Differential- 
gleichung 40, 46, 59, 94—97, 106, 
175, 183, 282— 233. 

lineare 7, 272. 

mit vorgeschriebenem Fundamen- 
talsystem 368—369. 

nichtlineare 79, 115. 

Ordnung 7. 
Poincar&sche, siehe Poincar&sche D. 
Riemannsches Problem 379, 384 bis 
386. 

Unterschied von Differentialglei- 
chungen 282—234. 

siehe auch Fundamentalsystem, 
Hauptlösungen, homogene lineare 
D., hypergeometrische Funktionen, 
kanonische Lösungen, mehrfache 
Summen, Satz von Poincare, Summe, 
System von D., vollständige lineare 
D., Wechselsumme. 
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Differenzenschema siehe Schema. 
Dividierte Differenzen siehe 
Steigungen. 


Entwickelbarkeit in eine Bessel- 

sche Reihe 219—220. 

in eine Fakultätenreihe 266—268. 

in eine Gaußsche Reihe 219—220. 

in eine Newtonsche Reihe 227—233, 

237. 

in eine Stirlingsche Reihe 210—219. 

Entwicklung von Funktionen in 
Kettenbrüche 438, 450-455. 

Ergänzungssatz der Bernoullischen 

Polynome 21. 

der Bernoullischen Polynome höhe- 

rer Ordnung 134. 

der Eulerschen Polynome 24. 

der Eulerschen Polynome höherer 

Ordnung 122—123. 

der Funktion g (x) 100. 

der Funktion y (x) 116. 

der Funktion # (x) 101. 

der Gammafunktion 110. 

der Hauptlösungen 74—76, 81, 87, 

9E 

der mehrfachen Summen 176. 

Erzeugende Funktion der Ber- 

noullischen Polynome 31. 

der Bernoullischen und Eulerschen 

Polynome höherer Ordnung 142 

bis 143, 145, 146, 161— 162. 

der Bernoullischen Zahlen 31, 32. 

der Eulerschen Polynome 35. 

der Eulerschen Zahlen 35. 

der Zahlen C, 35. 

der Zahlen D, 32. 

— Geschichtliches 272. 

Euler 20, 26, 98, 110, 299, 459. 

Euler-Maclaurinsche Summen- 

formel. Allgemeine 29—30. 

Anwendung beim Existenzbeweis 

der Hauptlösungen 47—52. 

Beispiele 31—32 

für Polynome 20. 

Geschichtliches 38. 

Restglied 30. 

— siehe auch verallgemeinerteE.-M. S. 

Eulersche Integrale 98, 265, 391. 

Eulersche Konstante. Definition 
102. 

— numerischer Wert 102. 

— Reihen 244. 

Eulersche Polynome. Ableitung 24. 
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Eulersche Polynome als Haupt- 


Eulersche 


lösungen 53. 

Anwendung bei der Wechselsum- 
mation einer rationalen Funktion 
105. 

Darstellung mittels der Eulerschen 
Transformation 254. 

Darstellung mittels der Stirlingschen 
und Besselschen Interpolations- 
formel 252. 

Definition 23 —24. 
Differentiationsformel 24. 
Differenzengleichung 23—24, 119. 
Ergänzungssatz 24. 

erste E. P. 24. 

erzeugende Funktion 35. 

Integral 24. 

Integraldarstellung 75. 

mit den E. P. zusammenhängende 
periodische Funktionen 34. 
Multiplikationstheorem 24. 
Nullstellen 25, 26. 
Rekursionsformeln 24, 26. 
spezielle Werte 25, 26, 28—29. 
symbolische Schreibweise 25—26. 
trigonometrische Reihen 65—66. 
Verlauf 26—27. 

Zusammenhang mit den Bernoulli- 
schen Polynomen 24. 

Polynome höherer 
Ordnung. Ableitung 121. 

als Hauptlösungen 176. 
Darstellung mittels der Eulerschen 
Transformation 255. 

Definition 120. 
Differentialgleichung 141. 
Differentiationsformel 121. 
Differenzengleichung 120. 
Ergänzungssatz 122—123. 
erzeugende Funktion 142—143, 161 
bis 162. 

explizite Darstellung 
E® und C®) 195,128, 
Homogenitätsrelation 122, 174. 
mit den E. P. zusammenhängende 
Funktionen EM (x) 151—154. 


mit lauter gleichen Spannen 145 bis 
151, 159. 

mit zwei zusammenfallenden Span- 
nen 144—145, 188. 

Mittelwerte 120. 
Multiplikationstheorem 123, 135. 


mittels der 


| Eulersche Transformation. 
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Eulersche Polynome höherer 
Ordnung. Nullstellen 123, 126. 
Problemstellung 119—120. 
Rekursionsformeln 121—122, 126 
bis 127, 140—141, 145—146, 148 
bis 150. 

Spannenintegral 137. 

spezielle Werte 123, 126. 

Symmetrie in den Spannen 120. 

von negativer Ordnung 138—141. 

Zusammenhang mit den Bernoulli- 

schen Polynomen höherer Ordnung 

135, 141. 

An- 
wendung beim Summationsproblem 
252 —255, 397. 

— Anwendung bei vollständigen line- 
aren Dilferenzengleichungen 397. 

Eulersche Zahlen. Definition 25. 

— erzeugende Funktion 35. 

Integraldarstellung 73. 

numerische Werte 25, 456, 458. 

Rekursionsformeln 25, 26. 

symbolische Schreibweise 25—26. 

Verschwinden der E.Z. mit unge- 

radem Index 25. 

Vorzeichen der E.Z. mit geradem 

Index 26. 

Zusammenhang mit den Bernoulli- 

schen Zahlen und den Zahlen C, 

und D, 28. 

Eulersche Zahlen höherer Ord- 
nung siehe Formen E*) und C”. 


Existenzbeweis für die Hauptlösun- 

gen im reellen Gebiet 47—52. 

für die Hauptlösungen im kom- 

plexen Gebiet 68—71, 76—77. 

für die Lösung einer homogenen 

linearen Differenzengleichung 273 

bis 274, 27S—281. 

für die Lösung einer homogenen 

linearen Differenzengleichung mit 

Fakultätenreihen als Koeffizienten 

355— 863. 

für die mehrfachen Summen 164 

bis 168. 

Exponentialfunktion. 
Reihe 222. 

— Differenzen und Mittelwerte 6. 

— Gaußsche Reihe 221. 

— Newtonsche Reihe 224, 232. 

— reziproke Differenzen und Ketten- 
brüche 452 — 454. 


Besselsche 
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Exponentialfunktion. Stirlingsche 
Reihe 221. 

— Summe 39, 73, 81—82. 

— Wechselsumme 73, 81—82. 


Faktorielle. 

— binomischer 
Satz 151, 19]. 

— Definition 5. 

— Differenzen 5. 

— Summe 53—54. 
— Zusammenhang mit den Bernoulli- 
schen Polynomen 147—148, 150. 
Fakultätenreihen. Ableitung 263. 
— Abschätzung der Koeffizientensum- 
me 257, 361. 

— absolute Konvergenz 257. 

— Analogie mit der Newtonschen und 
Dirichletschen Reihe 257—258. 

— analytische Fortsetzung 262—263, 
265— 266. 

— asymptotisches Verhalten 258-259. 

— Bedeutung und Geschichtliches 255, 
259. 

— Entwickelbarkeitsbedingungen 266 
bis 268. 

— Entwicklung der Lösungen von 
Differenzengleichungen in F. 268 
bis 271, 319—320, 326—327. 


Ableitungen 143. 
und polynomischer 


— für die Funktion 261. 
1 
— für die Funktion EEE 261. 
(2— Der 
— für die Funktion en 243. 


% 

— für die Funktion g (x) 197, 251, 254, 
261, 398. 

— für die Funktion # (x) — log x 244. 

— für die Funktion P (x +y)— 7 (x) 
251, 261. 

— für die Funktion #® (x) 243. 


8 
— für die Funktion SEVa 197. 


T@«@+e+l) 
I (x) 2e+! 


— für die Funktion 
bis 265, 271. 
1 
_ für die Funktion [ 17771 etrlont di 
0 


266. 
— für die unvollständige Gammafunk- 


tion 392, 393, 394. 


597 


Fakuitätenreihen für eine ratio- 
nale Funktion 264. 

— gleichmäßige Konvergenz 258. 

— Integraldarstellung 259—261, 262. 

— Konvergenzabszisse 257. 

— Konvergenzhalbebene 257. 

— Majorantenreihe 361. 

— Multiplikation 263—264. 

— Summierbarkeit 263. 

— Transformation 258, 262—266, 267, 
354. 

— Zusammenhang mit divergenten Po- 
tenzreihen 255, 268. 

— siehe auch homogene lineare Diffe- 
renzengleichung. 

Fejer 201, 240. 

Fonctions interpolaires 
Steigungen. 

Ford 311. 

Formel von Raabe 115. 

Formen Bm und Dm Definition 
129. 

— erzeugende Funktionen 142—143. 

— expliziter Ausdruck mittels der B, 
und D, 134. 

—- Homogenitätsrelation 134. 

— mit lauter gleichen Spannen 145 
bis 151, 189. 


siehe 


| — mit zwei zusammenfallenden Span- 


nen 145. 
-—— Rekursionsformeln 129, 
145—146, 149—150. 
— spezielle Werte 129. 
— von negativer Ordnung 139—141. 
— Zusammenhang untereinander 131. 


Formen a und GR Definition 124. 


— erzeugende Funktionen 142—143. 

— expliziter Ausdruck mittels der E,„ 
und C,„ 127. 

— mit lauter gleichen Spannen 145 
bis 151, 189. 

— mit zwei zusammenfallenden Span- 
nen 145, 188. 

— Rekursionsformeln 124, 
bis 146, 149—150. 

— spezielle Werte 124. 

— von negativer Ordnung 139—141, 

— Zusammenhang untereinander 126. 

Fouriersche Reihe für den Loga- 
rithmus der Gammafunktion 113 
bis 114. 

— für die Bernoullischen Po!ynome 


65—66. 


133—134, 


128, 145 
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Fouriersche Reihe für die Funk- 
tion # (x) 107—108. 

— für die Funktion 7/ (x) 92—93. 

— für die Funktion log 2sinzx 66, 


113. 


— für die Summe einer gegebenen 


Funktion 61—67, 79—80. 
Frechet 193. 
Fritsche 298. 
Frobenius 200, 225. 
Fuchs 315, 334. 
Fujiwara 405. 
Fundamentalsystem. 
Lösung einer Differenzengleichung 
ausgedrückt durch ein F. 277— 278. 
Definition 274. 


Differenzengleichungen mit vorge- 
schriebenem F. 368—369. 


289— 291. 

lineare Relationen zwischen zwei 

F. 287—288, 331—337, 343—344, 

313—375. 

Methoden zur Erkennung eines F, 

275—276, 297, 329. 

Funk 298. 

Funktion g(x). Ableitungen 104-105. 

— Anwendung bei den Untersuchun- 

gen von Hilb 408. 

asymptotische Reihen 101, 106. 

asymptotisches Verhalten 101. 

Definition 99. 

Differenzengleichung 99. 

Ergänzungssatz 100. 

Fakultätenreihe 197, 251, 254, 261, 

398. 

Integraldarstellungen 107, 109. 

Kettenbruch 455. 

Multiplikationstheoreme 103—104. 

Partialbruchentwicklung 100, 397. 

Residuen 100. 

Spannenintegral 104. 

trigonometrische Reihen 107—108. 

Werte g(l) und g(#) 100. 

Zusammenhang .mit der Funktion 

P (x) 104. 

Funktion g,(x) 192. 

Funktion y(x). Asymptotisches Ver- 
halten 116. 

— Definition 115. 

— Differenzengleichung 115. 

— Ergänzungssatz 116. 


Allgemeine | 


Determinantenkriterium 275—276. 


Gewinnung neuer Elemente einesF. | 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Funktion y(x) im Spannenintegral 
der Funktion g (x) 104. 
Integraldarstellungen 117. 
Multiplikationstheoreme 116. 
Produktdarstellung 117. 

Reihe nach Differenzen des Loga- 
rithmus 254. 

Residuen 117. 

Spannenintegral 118. 
trigonometrische Reihe 117—118. 
Wert y(1) 116. 

Zusammenhang mit der Funktion 
8 (2) ALT 

Zusammenhang mit der Gamma- 
funktion 116. 


Funktion ®(z) 84—85, 88, 93—94, 


96, 100. 
Funktion I/(x) 89, 91—93, 96, 100. 
Funktion p(«x), Funktion x(z) 
siehe periodische Funktionen. 
Funktion p„(z), Funktion =,(2) 
168— 169. 
Funktion @(v) bei der Newtonschen 
Reihe 223— 229. 
Funktion #(x). Ableitungen 104-105, 
243, 459. 
asymptotische Reihen 101, 106— 107. 
asymptotisches Verhalten 101. 
Definition 99, 
Differenzengleichung 99. 
Ergänzungssatz 101. 
Fakultätenreihen 244, 251, 261. 
Fakultätenreihen für die Ablei- 
tungen 243. 
Fouriersche Reihe 107—108. 
Grenzübergang zum Logarithmus 
106, 283. 
Integraldarstellungen 107, 108—109, 
261. 
Kettenbrüche 454—455. 
Multiplikationstheorem 103—104. 
Newtonsche Reihe 251. 
Partialbruchentwicklung 102—103. 
Reihe nach Differenzen des Loga- 
rithmus 243— 244. 
Residuen 103. 
reziproke Differenzen 454. 
SE H)FR)Vx 19. 
eo 
Ss Az 197. 
1 
Satz von Hölder 283 — 284. 
Spannenintegral 104. 


Namen- und Sachverzeichnis. 539 


Funktion #(x). Trigonometrische 


Reihen 107 —108. 

Wert (1)102. 

‚Wext (17104. 

Zusammenhang mit der Funktion 
g(x) 104. 

Zusammenhang mit der Gamma- 
funktion 99, 111—112. 


Funktion #, (x) 192. 
Funktion y(v) bei der Stirlingschen 


Reihe 213—216. 


Funktionen. Benachbarte 451—452. 


mit den Bernoullischen und Eu- 
lerschen Polynomen zusammenhän- 
gende F. 29—30, 34, 151—155. 

sieheauch Entwickelbarkeit..., Ent- 
wicklung ..., erzeugende F., Ex- 
ponentialfunktion, Gammafunktion, 
hypergeometrische F., rationale F., 
unvollständige Gammafuuktion. 


Galbrun 2, 268, 340, 380. 
Gammafunktion. Ableitung siehe 


Funktion 2 (x). 

asymptotisches Verhalten 111. 
Definition 109—110. 
Differenzengleichung 6, 7, 109. 
Ergänzungssatz 110. 

Eulersche Integrale 98, 265, 391. 
Formel von Raabe 115. 
Fouriersche Reihe 113—114. 
Gaußsches Produkt 98, 110. 
Geschichtliches 98. 

Hermitesche Reihe 251. 
Integraldarstellung 112. 
Kummersche Reihe 113. 
Legendresche Relation 114. 
logarithmische Ableitung siehe 
Funktion % (x). 
Multiplikationstheorem 114. 
Newtonsche Reihe für die reziproke 
G. 239— 240. 

Planasche Integraldarstellung 112. 
Residuen 112. 

Satz von Hölder 283—287. 
Schlömilchsches Produkt 112. 
Spannenintegral 115. 

Stirlingsche Formel 111. 
Stirlingsche Reihe 110—111. 
trigonometrische Reihen 1153—114. 
unvollständige, siehe unvollständige 
G. 
Wechselsumme 406. 
Wert Z'(4) 110. 


Gamafunktion. Zusammenhang mit 
der Funktion y (x) 116. 

— Zusammenhang mit der Funktion 
P (x) 99, 111112. 

Gammaquotient als Lösung einer 
Differenzengleichung 282— 283, 375 
bis 376. 

— asymptotisches Verhalten 111. 

— Differenzen 6. 

— Fakultätenreihe 264—265. 

— Grenzübergang in die Potenz 982 
bis 283, 359. 

— siehe auch Eulersche Integrale, 
Funktion y (x). 

Ganzwertige Funktionen 206 bis 
208. 

Gauß 2, 15, 98, 99, 108, 110, 114, 202, 
204, 219, 450, 451. 

GaußscheDifferentialgleichung 
bei der Auflösung einer Differenzen- 
gleichung 2. Ordnung 346—348. 

— Integration durch Kettenbrüche 450 
bis 451. 

— siehe auch hypergeometrische Funk- 
tionen. 

Gaußsche Integraldarstellung 
der Funktion # (x) 108, 261. 

Gaußsche Interpolationsfor- 
meln 15, 202. 

Gaußsche Reihen. Absolute Kon- 
vergenz 220. 

— Definition 204. 


' — für die Funktion cosax 221. 


— für die Funktion #2? 221. 
— hinreichende Konvergenzbedingun- 
gen 219—220. 
Gaußscher Kettenbruch 451—452. 
Gaußsches Multiplikationstheo- 
rem der Gammafunktion 114. 
GaußschesProdukt für die Gamma- 
funktion 98, 110. 

Genocchi 14, 16. 

Glaisher 456. 

Gleichmäßige Konvergenz der 
Newtonschen Reihe 223. 

— der Stirlingschen Reihe 209—210. 

— einer Fakultätenreihe 258. 

— von Interpolationspolynomen 200 
bis 202. 

Godefroy 9. 

Goldbach 9. 

Guichard 38, 40, 59, 383. 

Guldberg 272. 
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Hadamard 260, 414. 
Hamburger, Hans 405. | 
Hardy 206. | 
Hauptlösungen. Ableitungen54—56. | 
als Funktionen der Spanne 56, 58 bis 
61, 68, 71, 76, 77, 81, 82—87, 88—91. 

| 


analytische Fortsetzung 81, 32—91. 

asymptotische Entwicklungen 56 bis 

61, 76, 94—97. | 

Charakterisierung durch Grenzbe- 

dingungen 43—44, 56, 78, 79, 408. | 

Definition 38, 40—44. | 

Entwicklung in Interpolationsreihen 

247 — 250. 

Ergänzungssatz 74—76, 81, 87, 91. 

Existenzbeweis im reellen Gebiet | 

47—52. 

Existenzbeweis im komplexen Ge- 

biet 68— 71, 76—77. | 

Grenzwerte bei hinschwindenden 

Spannen 45—46, 58—60, 96—97. 

Integraldarstellungen 70—71, 72bis | 

73, 82, 86, 408. 

Multiplikationstheoreme 44—45. 

Potenzreihen in der Spanne 952, 55, 

36—57, 59—60, 76, 94—97. 

Problemstellung 37—38. 

singuläre Stellen 83, 86, 91, 94—97. 

Spannenintegral 45. 

Summierbarkeit 79. 

trigonometrische Reihen 61—67, 79 

bis 80. 

Wachstum 78. 

siehe auch mehrfache Summen, | 

Summe, Summe höherer Ordnung, 

Wechselsumme, Wechselsumme hö- | 

herer Ordnung. | 

Hauptmatrixlösungen 381-384. 

Hermite 16, 34, 61, 200, 251. 

Hilb 406, 407, 409, 410, 413, 414. 

Hilbert 239. 

Höhere Bernoullische, Euler- 
sche Polynome siehe Bernoulli- ' 
sche, Eulersche Polynome höherer | 
Ordnung. | 

Höhere Bernoullische, Euler- 


sche Zahlen siehe Formen B® | 
Rx 


und D, , Formen En und Em, 
Zahlen BM. 


Höhere Summen siehe mehrfache 
Summen, Summe höherer Ordnung, 
Wechselsumme höherer Ordnung. 
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ı Hölder 283. 


Homogene lineare Differenzen- 
gleichungen. Adjungierte Diffe- 
renzengleichung 289, 3%. 
Anwendung der komplexen Integra- 
tion 297—298. 

Auflösung mittels divergenter Po- 
tenzreihen 268, 380. 

Auflösung mittels Kettenbrüchen 
438—445, 451— 455. 

Beispiele 277, 282—283, 291, 293, 
294— 295. 

Definition 272. 
Differenzendeterminante 275—277. 
erster Ordnung 293—294. 
Existenz der Lösungen 273 —274, 
278— 281. 

Fundamentalsystem 274— 278. 
Geschichtliches 272. 
Grenzübergang in eine Differential- 
gleichung 2832—283. 

lineare Relationen zwischen zwei 
Fundamentalsystemen 237—288, 331 
bis 337, 343—344, 373 — 375. 
mehrfache Lösungen 291—293, 297. 
mit konstanten Koeffizienten 295 
bis 300, 442. 

Multiplikatoren 288—289, 337, 389. 
Partikulärlösungen 274. 

Reduktion der Ordnung 289—291. 
singuläre Punkte 273. 

singuläre Punkte der Lösungen 278, 
281— 282. 

zweiter Ordnung 294—295, 438—445. 
siehe auch Differenzengleichung, 
Satz von Poincare. 

Homogene lineare Differenzen- 
gleichungen mit Fakultäten- 
reihen als Koeffizienten. Ana- 
lytische Fortsetzung der Lösungen 
366 —367. 

asymptotisches Verhalten der Lö- 
sungen 365—8366, 367, 375. 
Beispiele 373—378. 
Charakterisierung dieser Klasse von 
D. 368—369. 

determinierende Gleichung 356 bis 
357, 358. 

Existenz der Lösungen 355 —363. 
kanonische Lösungen 363 — 8365, 371 
bis 373. 

lineare Relationen zwischen den 
kanonischen Lösungen 373—375. 
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Homogene lineare Differenzen- 
gleichungen mit Fakultäten- 
reihen als Koeffizienten. Ma- 
jorantendifferenzengleichung 360 
bis 363. 

mit im Unendlichen regulären Koef- 
fizienten 370—375. 

Normalformen 354—355. 

singuläre Punkte der Lösungen 367, 
370. 

Homogene lineare Differenzen- 
gleichungen mit rationalen 
Koeffizienten. Analytische Fort- 
setzung der Lösungen 321—323, 330. 
asymptotisches Verhalten der Lö- 
sungen 320, 327-329, 330—331, 
337— 339, 441. 

Ausnahmefälle 320—321, 330, 339 
bis 342, 345. 

Beispiele 343—348. 
charakteristische Gleichung 324. 
Entwicklung der Lösungen in Fakul- 
tätenreihen 268—271. 

kanonische Lösungen als Fakul- 
tätenreihen 268—271, 319—320, 
326— 327. 

kanonische Lösungen als Partial- 
bruchreihen 321—323, 330. 
kanonische Lösungen als Schleifen- 
integrale 313—319, 326, 344—345, 
348— 352. 


316— 317, 323. 
lineare Relationen zwischen den 
kanonischen Lösungen 331—337, 
343— 344. . 
mit linearen Koeffizienten 343— 346. 
 singuläre Punkte der Lösungen 315, 
316. 
Untersuchungen von Galbrun 340 
bis 342. 
verschiedene 
315—316. 
Zurückführung auf einfachere D.343 
bis 352. 
HomogenitätsrelationenderBer- 
noullischen Polynome höherer Ord- 
nung 134, 174. 
— der Eulerschen Polynome höherer 
Ordnung 122, 174. 
— der Formen Bm und DW 134. 


Horn 268, 309, 380. 
Hurwitz, Adolf 39, 59. 


314, 


Schreibweisen 


Laplacesche Transformation 315, | 
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Hyperbolische Funktionen. Sum- 
me und Wechselsumme 82. 

HypergeometrischeFunktionen. 

Auftreten bei speziellen Differenzen- 

gleichungen 346—348, 352, 376 bis 

378. 

Entwicklung in Kettenbrüche 450 

bis 452. 

Grenzfälle 453, 454. 

Riemannsches Problem 384-886. 

siehe auch Gaußsche Differential- 

gleichung. 


| Inhomogen siehe vollständig. 


Inkongruent 273. 
Integraldarstellung der Bernoul- 
lischen Polynome und Zahlen 75. 
der Differenzen 14, 199. 

der Eulerschen Polynome und Zahlen 
75. 


der Funktion 


261. 
D— 


der Funktion log y(x) 117. 

der Funktionen # (x) und g (x) 107, 
108—109, 261. 

der Gammafunktion (Eulersche Inte- 
grale) 98, 265, 391. 

der Hauptlösungen 70—71, 72 
82, 86, 408. 

der Lösungen einer Differenzen- 
gleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten 297—298, 400—406. 

der Lösungen einer Differenzen- 
gleichung mit rationalen Koeffizien- 
ten 318—319, 326. 

der Newtonschen Reihe 227. 

der reziproken Ableitungen 436 bis 
437. 

der reziproken Differenzen 435—436. 
der Steigungen 16, 199, 436. 

der Summe 70—71, 72—73, 82. 
der unvollständigen Gammafunktion 
391— 392, 393. 

der Wechselsumme 70, 72—73, 82, 
86, 408. 

der Wechselsumme der 
funktion 406. 

des Logarithmus 108. 
des Logarithmus der Gammafunk- 
tion 112. 

einer Fakultätenreihe 259— 261, 262. 
Integrallogarithmus 592. 
Integralsinus und -kosinus. De- 
finition 107. 


73, 


Gamma- 
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Integralsinus und -kosinus. Rei- 
henentwicklungen 113. 
— spezielle Werte 246. 


| 


| 


Integration von Differential- 


gleichungen durch Kettenbrüche 
445—451. 
Interpolation bei regelmäßig ver- 


teilten Interpolationsstellen 200— 202. 


— durch gebrochene rationale Funk- 
tionen 422—423. 

— durch Kettenbrüche 416—420. 

— durch Polynome 10—12. 

— Praxis der I. 203—206. 

Interpolationsformeln vonBessel, 
Cauchy, Gauß, Lagrange, Newton, 
Stirling, Thiele siehe Besselsche, 
Cauchysche, Gaußsche, Lagrange- 
sche, Newtonsche, Stirlingsche, 
Thielesche I. 

Interpolationsreihen. Anwendung 


bei den ganzwertigen Funktionen | 


206— 208. 

— Anwendung beim Summationspro- 
blem 247—250. 

— Geschichtliches 206. 

— Problemstellung 203—206. 


— siehe auch Besselsche, Gaußsche, 


Newtonsche, Stirlingsche Reihe. 


Invarianten bei reziproken Ablei- 


tungen 431—432. 
— bei reziproken Differenzen 424-425. 


Jacobi 30. 

Jensen 16, 202, 228, 256. 
Joffe 456. 

Jordan, Camille 348. 


Kanonische Lösungen bei Dif- 
ferenzengleichungen mit Fa- 


kultätenreihen als Koeffi- 
zienten als Fundamentalsystem 
366. 


analytische Fortsetzung 366 — 367. 
asymptotisches Verhalten 365 — 866, 
367. 

Definition 363—865. 

lineare Relationen zwischen den 
k. L, 873—375. 

singuläre Punkte 367. 

zweites System von k. L. 371—373. 
Kanonische Lösungen bei Dif- 
ferenzengleichungen mit ra- 
tionalenKoeffizientenalsFun- 
damentalsystem 329. 
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Kanonische Lösungen bei Diffe- 
renzengleichungen mit ratio- 
nalen Koeffizienten. Analyti- 
sche Fortsetzung 321—323, 330. 
asymptotisches Verhalten 320, 327 
bis 328, 330—331, 337—339, 441. 
Definition 319, 326. 
Fakultätenreihen 268—271, 319 bis 
320, 326—327. 

Integraldarstellung 318—319, 326. 
lineare Relationen zwischen den 
k. L. 331—337, 343 —344. 
Partialbruchreihen 321—323, 330. 
singuläre Punkte 321—323, 330. 
verschiedene Reihenentwicklungen 
329—330. 

Kettenbruch. Anwendung zur Auf- 
lösung von Differenzen- und Diffe- 
rentialgleichungen 438—455. 
Entwicklung von Funktionen in K, 
438, 450—455. 

für die Exponentialfunktion 452—454. 
für die Funktionen # (x) und g (x) 
454— 455. 

für die hypergeometrische Funktion 
450—452. 

für die reziproke Funktion 424, 431. 
für die unvollständige Gammafunk- 
tion 443. 

für die Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung 442. 

Gaußscher 451—452. 

mit gegebenen Näherungsbrüchen 
439— 440. 

siehe auch Thielesche Interpolations- 
formel, Thielescher K. 

v. Koch, Helge 410. 


Kongruent 273. 


| Konvergenzabszisse und -halb- 


ebene einer Fakultätenreihe 257. 
— einer Newtonschen Reihe 223, 225 
bis 227. 
1 


| — eines Integrals f I TiIo(i)dt 260 


bis 361. 5 


Konvergenzkriterien für Ketten- 
brüche 438, 443—445. 

Krampsche Transzendente 392. 

Kreuser 313. 

Kritische Kurven 442, 449, 450. 

Kummer 113. 

Kummmersche Reihe 113, 
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Lacroix 26. 

Lagrange 12, 272, 388. 

Lagrangesche Interpolations- 
formel 12—13, 434—436. 

Lagrangesche Methode 388 bis 
390, 396, 412. 

Laguerresche Polynome 239, 393. 

Landau 202, 206, 223, 256, 258. 

Laplace 2, 243, 252, 272, 319. 

Laplacesche Transformation 
315, 316—317, 323, 340. 

Legendre 9, 99, 107, 109, 114. 

Legendresche Integraldarstel- 
lung der Funktion g (x) 109. 

Legendresche Relation bei der 
Gammafunktion 114. 

Lerch 260, 344. 

Limesrelationen 
tisches Verhalten. 

Lindelöf, Ernst 30, 34, 38, 234. 

Lindhagen 393. 

Lineare Differenzengleichung 
1, 272. 

— siehe auch homogene 1. D., voll- 
ständige 1. D. 

Lineare Gleichungen mit unend- 
lich vielen Unbekannten 406—407, 
410—411. 

Lineare Relationen zwischen zwei 
Fundamentalsystemen 287 —2x8,331 
bis 337, 343— 344, 373—375. 

— zwischen den Birkhoffschen Haupt- 
matrixlösungen 383— 384. 

Linear unabhängige Lösungen 
siehe Fundamentalsystem. 

Liouville-Riemannscher Ablei- 
tungsbegriff 196. 


siehe asympto- 


Maclaurin 20. 

Maclaurinsche Summenformel 
siehe Euler-Maclaurinsche S. 

Majorantendifferenzenglei- 
chung 360—363. 

Majorantenfunktion bei der New- 
tonschen Reihe 227—228. 

— bei der Stirlingschen Reihe 210, 
214— 215. 

Majorantenreihe einer Fakultäten- 
reihe 361. 

Malmsten 30, 38. 

Matrixlösungen 380 —384. 

Mechanische Quadratur. 
spiele 214, 246. 


Bei- 


Mechanische Quadratur.  Hilfs- 
tafeln 456, 461—463. 

— mittels der Newtonschen Reihe 242 
bis 243. 

— mittels der Stirlingschen und Bessel- 
schen Reihe 246. 

— Problemstellung 240—241. 

Mehrfache Lösungen 291-293. 

Mehrfache Summen. Ableitungen 
177—179. 

— asymptotische Entwicklungen 166, 
167—168, 169—177. 

— Ergänzungssatz 176. 

— Existenzbeweis- 164— 168. 

— Grenzwertdarstellungen 171—173. 

— Grenzwerte bei hinschwindenden 
Spannen 175, 177, 183. 

— invers zu höheren Differenzen und 
Mittelwerten 167, 168, 169, 184. 

— konvergente Reihen 173—174. 

— mitlauter gleichen Spannen 189 bis 
192. 

— mit zwei zusammenfallenden Span- 
nen 138—189. 

— Multiplikationstheoreme 179 —182. 

— partielle Summation 193—197. 

— Potenzreihen in den Spannen 174 
bis@l7. 

— Problemstellung 119—120, 163. 

— Spannenintegrale 182—183. 

— siehe auch Summe höherer Ord- 
nung, Wechselsumme höherer Ord- 
nung. 

Mellin 393, 403, 405. 

Mellinsche Umkehrformel 405. 

Methode von Birkhoff 379—384. 

Methode von Lagrange 383—390, 

396, 412. 

Methode der rekurrenten Reihen 

299. 

Mittelwerte ausgedrückt durch Ab- 
leitungen 142. 

— Definition 3. 

— der Eulerschen Polynome höherer 
Ordnung 120. 

— der Exponentialfunktion 6. 

— der Potenzen 138—139. 

— explizite Ausdrücke 4. 

— Rechenregeln 5, 6—7. 

Montessus de Ballore 444, 

Moore 234. 

Multiplikationssatz von Hadamard 
414. 
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Multiplikationstheorem der Ber- 
noullischen Polynome 21. 

der Bernoullischen Polynome hö- 
herer Ordnung 135—136. 

der Eulerschen Polynome 24. 

der Eulerschen Polynome höherer 
Ordnung 123, 135. 

der Funktion y (x) 116. 


bis 104. 
der Gammafunktion 114. 
der Hauptlösungen 44—45. 


MultiplikationvonFakultätenreihen 
263 — 264. 
Multiplikatoren 288-289, 337, 389. 


der Funktionen # (x) und g(x) 103 


| 
| 
| 
| 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
} 


der mehrfachen Summen 179—182. 


Näherungspolynom siehe Newton- | 


sche Interpolationsformel. 
Näherungszähler und 


-nenner | 


bei der Thieleschen Interpolations- | 


formel 417—420. 
— beim Thieleschen Kettenbruch 432 
bis 433. 
— Differenzengleichungen für die N. 
438, 453. 
Newton 2, 11, 198, 205, 222, 256. 
Newtonsche Interpolationsfor- 
mel als Analogon zur Thieleschen 
Interpolationsformel 416, 418. 
Anwendungen bei Bernoullischen 
Polynomen 149—150, 250. 
Anwendung komplexer Integration 
198— 200. 
besondere Fälle 200. 
für äquidistanteInterpolationsstellen 
Alla, MER 
Grenzübergang 
Formel 14, 429. 
Herleitung 10—11. 
Restglied 11— 16, 198— 200, 433,434. 
Newtonsche Reihe, Absolute Kon- 
vergenz 223 —224. 
Analogie mit der Fakultäten- und 
Dirichletschen Reihe 257—258. 
analytische Fortsetzung 233—237. 
Anwendung beim Summationspro- 
blem 247—249. 
Anwendung zur numerischen Dif- 
ferentiation und Integration 241 
bis 248. 
bei einer nicht normalen Differen- 
zengleichung 340. 
Beispiele 237— 240. 


zur Taylorschen 
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Newtonsche Reihe, Definition 205. 
— für die Funktion (1. 0)” -! 224. 
für die Funktion t? 232. 

für die Funktion (x) 251. 


für die Funktion ai 237—238. 
c—& 


: r en 940 
für die Funktion T(J 239— 240. 
1 


für die Funktion Jerez 
0 


238— 239. 

für die unvollständige Gammafunk- 

tion 393. 

gleichmäßige Konvergenz 223. 

hinreichende Konvergenzbedingun- 

gen 229—233. 

Integraldarstellung 227. 

Konvergenzabszisse 223, 225— 227. 

Konvergenzhalbebene 223— 224. 

notwendige Konvergenzbedingun- 

gen 227—228. 

Nullentwicklungen 224—225. 

reduzierte N. R. 225—226. 

Restglied 229—231. 

Transformation 227, 235—237. 

Nicole 199. 

Nicolesche Identität 199, 237. 

Nielsen, Niels 223, 256. 

Normale Differenzengleichung 
314 - 315, 324. 

Normalformen einer Differenzen- 
gleichung 354—355. 

Nullentwicklungen 224— 225. 

NumerischeDifferentiation und 

Integration. Beispiele 243—244, 

246. 

Hilfstafeln 456, 459, 461—463. 

mittels der Newtonschen Reihe 241 

bis 243. 

mittels der Stirlingschen und Bes- 

selschen Reihe 244—246. 

Problemstellung 240—241. 

Numerische Werte der Bernoul- 

lischen Zahlen 18, 456, 457. 

der Eulerschen Konstante 102. 

der Eulerschen Zahlen 24, 456, 458. 


der Zahlen B(”) 151, 461. 


der Zahlen C, und D, 27, 456, 458. 
gewisser Zahlen 456—463. 


Oettinger 26. 
Ohm 456. 
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Ordnung einer Differenz 3. 

— einer Differenzengleichung 7. 

— einer Potenzreihe auf dem Kon- 
vergenzkreise 260. 

— einer reziproken Differenz 415. 

— einer Steigung 8. 

— eines Mittelwertes 3. 

— Reduktion der O, bei einer Diffe- 
renzengleichung 2359-291. 

Orthosymmetrische Determi- 
nanten 422, 427. 

Ostrowski 2834. 


Partialbruchreihen 321—323, 330. 

Partielle Summation 193—197. 

Partikulärlösung 274. 

Pascal 421. 

Peano 200. 

Periodische Funktionen bei den 
linearen Relationen zwischen den 


kanonischen Lösungen 331—337, | 


343—344, 373—375. 

— bei der Birkhoffschen Methode 381 
bis 384. 

— bei der Lösung einer homogenen 
linearen Differenzengleichung 273 
bis 274, 277—278, 287—288. 

— beim Summationsproblem (7 (x) und 
p (x)) 37—38, 40, 56, 78—79. 

— im expliziten Ausdruck der Determi- 
nante eines Fundamentalsystems 
277, 333—334. 

— mit den Bernoullischen und Euler- 
schen Polynomen zusammenhängen- 
de p. F. 29—30, 34, 65—66. 

— RBl(x) 84—85, 88, 93 —94, 100. 

— II(x) 89, 91 —93, 100. 

Perron 2, 240, 301, 306, 307, 308, 
309, 312, 444, 448. 

Phragmen 260. 

Picard 6l. 

Pincherle 2, 202, 206, 223, 225, 227, 
256, 260, 276, 306, 403. 

Plana 38, 112. 

Planasche Integraldarstellung 
112. 

Pochhammer 348. 

Poincare& 60, 175, 256, 268, 272, 300, 
301, 312, 340. 

Poincar&sche Differenzenglei- 
chung 301, 443. 

Poincare&scher Satz siehe Satz von 
Poincare. 

Poisson 30, 99, 107. 


Nörlund, Differenzenrechnung. 
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Pölya 206. 

Polynome. BR) und pw 146, 459 bis 
460. 

— Differenzen 5, 15. 

— Steigungen 9, 12. 

— Summe 17, 18, 53. 

— siehe auch Bernoullische P., Euler- 
sches. 

Polynomischer Satz der Faktoriel- 
len 151. 

Potenzen. Differenzen 5, 138—141. 

— Mittelwerte 1383—141. 

— Steigungen 9. 

— Summe siehe Bernoullische Poly- 
nome, Wechselsumme siehe Euler- 
sche Polynome. 

Pringsheim 444, 

Produktdarstellung der Funktion 
Ya) TS 

— der Gammafunktion (Gauß) 110, 
(Schlömilch -Weierstraß) 112. 

Prym 391. 

Pseudokonvergenz der asympto- 
tischen Entwicklungen für die 
Hauptlösungen 60—61. 


Quadratische Gleichung. Ent- 
wicklung der Wurzeln in Ketten- 
brüche 442, 


Raabe 115. 

RationaleFunktionen. Fakultäten- 
reihen 264, 

— Summe und Wechselsumme 105. 

— siehe auch homogene lineare Diffe- 
renzengleichungen mit rationalen 
Koeffizienten. 

Reduzierte Reihe 225—226. 

Regelmäßig verteilte Punkte 
201. 

Reihe siehe Besselsche R., Fakultä- 
tenreihen, Gaußsche R., Interpola- 
tionsreihen, NewtonscheR., Stirling- 
sche R. 


Reihenentwicklung für log (sn) 
2 


244. 
— für log2sinzx 66, 113. 


Br run! 147, 244. 


t 


— für — —-— —— 190, 
(1+1)log (1+1t) 
Rekurrente Reihen. Geschicht- 
liches 272. 
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Rekurrente Reihen. Methode der 
r. R. zur Auflösung numerischer 
Gleichungen 299. 

RekursionsformelnalsDifferenzen- 

gleichungen 298—299. 

für die Bernoullischen Polynome 

19, 20—21. 

für die Bernoullischen Polynome 

höherer Ordnung 132—133, 140 bis 

141, 145—146, 148—150. 

für die Bernoullischen Zahlen 18, 20. 

für die Eulerschen Polynome 24, 26. 

für die Eulerschen Polynome höhe- 

rer Ordnung 121—122, 126—127, 

.. 140-141, 145—146, 148—150. 

- für die Eulerschen Zahlen 25, 26. 
für die Formen Bm) und 2? 129, 
133-134, 145—146, 149—150. 
für die Formen cm und Er 124, 
128, 145—146, 149—150. 
für die Zahlen C, und D, 27. 
für reziproke Ableitungen 426, 428 
bis 429. 


bis 421. 
Relationen siehe lineare Relationen. 
Residuen der Funktion g (x) 100. 
der Funktion y (x) 117. 
der Funktion (x) 103. 
der Gammafunktion 112. 
der unvollständigen Gammafunktion 
393. 
Restglied der asymptotischen Ent- 
wieklungen der Hauptlösungen 60 
bis 6l. 


der Besselschen Interpolationsfor- 
mel 203. 

der Booleschen Summenformel 34 
bis 85. 

der erzeugenden Funktion der Ber- 
noullischen Polynome 31. 
der erzeugenden Funktion 
Eulerschen Polynome 35. 
der erzeugenden Funktionen der 
Bernoullischen und Eulerschen Poly- 
nome höherer Ordnung 161—162. 
der Euler-Maclaurinschen Summen- 
formel 30. 

der Fakultätenreihen 259. 

der Gaußschen Interpolationsformel 
202. 


der asymptotischen Entwicklungen 
der mehrfachen Summen 175—176. 


der | 


für reziproke Differenzen 416, 420 | 


| Reziproke Differenzen. 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Restglied der Lagrangeschen Inter- 

polationsformel 13. 

der Newtonschen Interpolationsfor- 

mel 11—16, 198—200, 433, 434. 

der Newtonschen Reihe 229—231. 

der Stirlingschen Interpolations- 

formel 202. 

der Stirlingschen Reihe 216—218. 

der Taylorschen Formel 14, 435, 438. 

der Thieleschen Interpolationsfor- 

mel 418, 433—435. 

der verallgemeinerten ‘Booleschen 

Summenformel 157—159. 

der verallgemeinerten Euler-Mac- 

laurinschen Summenformel 160 bis 

161. 

— des Thieleschen Kettenbruchs 435, 
437—438. 

ReziprokeAbleitungen. Definition 

426. 

Determinantendarstellungen 427, 

430. 

Eigenschaften und Rechenregeln 

430—432. 

eines Quotienten zweier Potenz- 

reihen 430. 

für die Exponentialfunktion 353. 

Integraldarstellungen 436—437. 

rekursorische Berechnung 427—429. 

Zusammenhang mit den gewöhn- 

lichen Ableitungen 426—429. 

Anwen- 

dung zur Entwicklung in Ketten- 

brüche 438, 452—455. 

Definition 415—416. 

Determinantendarstellungen 418 bis 

419, 422. 

Eigenschaften und Rechenregeln 

421—425. 

einer rationalen Funktion 418. 

für die Exponentialfunktion 452 bis 

453. 

für die Funktion P(x) 454. 

Integraldarstellungen 435 — 436. 

rekursorische Berechnung 420—421. 

Schema 416. 

Zusammenhang mit den Steigungen 

420—422. 

Riemann 196, 384, 385, 403, 404, 451. 

Riemann-Liouvillescher Ablei- 
tungsbegriff 196. 

Riemannsches Problem 379, 384 
bis 386. 

Runge 200, 206. 


Namen- und Sachverzeichnis. 547 


Saalschütz 456. 

Satz von Hölder 283—237. 

Satz von Poincar&. Anwendung 
bei der. Auflösung von Differenzen- 


gleichungen durch Kettenbrüche 


443. 

Anwendung zu Konvergenzuntersu- 

chungen 309—311. 

Anwendung zur Lösung numeri- 

scher Gleichungen 299. 

Ausnahmefälle 306—8308. 

bei Differenzengleichungen mitkon- 

stanten Koeffizienten 298—300. 

einfachste Fassung 301—305. 

Fassung von Perron 309. 

Geschichtliches 272. 

Problemstellung 300—301. 

— schärfere Fassung 305—306. 

Untersuchungen von Ford 311—312. 

Verallgemeinerungen 312—313. 

Satz von Schürer 407. 

Satz von v. Staudt-Clausen 32 
bis 34. 

Schema der reziproken Differenzen 
416. 

— der reziproken Differenzen für die 
Exponentialfunktion 452. 

— der Steigungen 8. 

Schendel 30, 34. 

Scherk 456. 

Schlömilch 112, 256. 

Schlömilchsches Produkt 112. 

Schürer 407. 

Schwarz 14, 431. 

Schwarzsche Ableitung 431. 

Sekantenkoeffizienten siehe 
Eulersche Zahlen. 

Semikonvergenz siehe Pseudokon- 
vergenz. 

Serebrennikoff 456. 

Series contiguae 451—452, 

SingulärePunkte derHauptlösungen 
83, 86, 91, 94— 97. 

— der kanonischen Lösungen von 
Differenzengleichungen 321—323, 
330, 367. 

— der Lösungen von Differenzenglei- 
chungen 281—232. 

— einer Differenzengleichung 273. 

Singuläre Richtungen 339, 344 bis 
345, 375, 384. 

Singuläre Vektoren 83, 86, 91. 

Sonin 30, 111. 

Spanne 4, 


| 


| 


Spannenintegralder Bernoullischen 
Polynome höherer Ordnung 131, 136 
bis 137. 

der Eulerschen Polynome höherer 
Ordnung 137. 

der Funktionen % (x) und g (x) 104. 
der Funktion logy(x) 118. 


— der Hauptlösungen 45. 

— der mehrfachen Summen 182—183. 

— des Logarithmus der Gammafunk- 
tion 150. 

v. Staudt 32. 


v. Staudt-Clausenscher Satz 323 
bis 34. 
Steigungen. Definition 8, 415—416. 


\ — Determinantendarstellungen 9—10. 


einer Potenz 9. 

eines Polynoms 9, 12. 

Grenzwerte 9—10, 13. 
Integraldarstellungen 16, 199, 436. 
mit wiederholtem Argument 9—10. 
reziproke Differenzen 425. 
Schema 8. 

Symmetrie 8—9. 


von E 9. 
An 


Zusammenhang: mit den Ableitungen 
13—14, 16. 
Zusammenhang mit den reziproken 
Differenzen 420 —422. 
Stern 251. 
Stieltjes 13, 14, 34, 200. 
Stirling 2, 15, 99, 110, 111, 148, 197, 
203, 204, 208, 256, 260. 
Stirlingsche Formel 111. 
Stirlingsche Interpolationstor- 
mel 15, 203. 
Stirlingsche Reihe (Gammafunk- 
tion) 110—111. 
StirlingscheReihe (Interpolations- 
reihe). Absolute Konvergenz 219. 
als ganze Funktion 208—210. 
Anwendung beim Summationspro- 
blem 249—250. 
Anwendung zur numerischen Diffe- 
rentiation und Integration 244— 246. 
Definition 204. 
SIOTT 91]. 
X 
für die Funktion cosa= «x 221. 
für die Funktionen 1?® + 17?* 221. 
für eine gerade oder ungerade 
Funktion 220—221. 


für die Funktion 
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Stirlingsche Reihe. Hinreichende 

Konvergenzbedingungen 215— 219. 

Konvergenz 208—210. 

notwendige Konvergenzbedingun- 

gen 210—215. 

Restglied 216—218. 

Transformation 209, 210—211. 

Sukzessive Funktionswerte aus- 
gedrückt durch Differenzen und Mit- 
telwerte 4. 


Summation einer 
Funktion siehe Summe. 


Summation nach links 937, 91; 


gegebenen | 


nach rechts und links 88, 91. 


Summe. Ableitungen 54—56. 

als Funktion der Spanne 56, 58—61, 
68, 71, 76, 77, 81, 82—83, 88—191. 
analytische Fortsetzung 81, 32 —83, 
88—91. 


61, 76, 94—97. 

Charakterisierung durch Grenzbe- 
dingungen 43—44, 56, 78, 79. 
Definition 38, 42—43. 

der Exponentialfunktion 39, 73, 81 
bis 82. 


der Faktoriellen 53—54. 
der Funktion S siehe Funktion P (x). 
x 


der hyperbolischen Funktionen 82, 
der Potenzen siehe Bernoullische 
Polynome. 

der trigonometrischen Funktionen 
73. 

des Logarithmus siehe Gammafunk- 
tion. 

einer ganzen Funktion 74—76, 81. 
einer in einer Halbebene regulären 
Funktion 71—73. 

einer rationalen Funktion 105. 
einer Summe 185—186. 

einer Wechselsumme 47, 187. 
eines Polynoms 17—18, 53. 

eines Produkts 195. 

Entwicklung in Interpolationsreihen 
247—250. 

Ergänzungssatz 74—76, 81, 91. 
Existenzbeweis im reellen Gebiet 
47—52. 

Existenzbeweis im komplexen Ge- 
biet 68— 71, 76—77. 


asymptotische Entwicklungen56bis | 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Summe. Fouriersche Reihe 61—67, 
7I—8. 

— Geschichtliches 33—40. 

— Grenzwert bei hinschwindender 


Spanne 45—46, 53—60, 97. 
Integraldarstellungen 70—71,12—73, 
82. 

invers zur Differenz 17, 38, 43, 46. 
Multiplikationstheorem 44—45. 
Potenzreihen in der Spanne 52, 55, 
56—57, 59—60, 76, 94—97. 
Problemstellung 37—38. 

singuläre Stellen 83, 91, 94—97. 
Spannenintegral 45. 
Summierbarkeit 79. 
trigonometrische Reihen 61—67, 79 
bis 80. 

Verfahren von Appell-Hurwitz 39. 
Verfahren von Carmichael 40, 383. 
Verfahren von Guichard 38—39, 40. 
Wachstum 78. 

Zusammenhang mit der Wechsel- 
summe 45. 

siehe auch Hauptlösungen, Wechsel- 
summe. 

Summe höherer Ordnung. 
tungen 177—179. 
asymptotische Entwicklungen 167 
bis 168, 169—177. 

einer Summe 185—186. 

einer Wechselsumme 1837. 
Ergänzungssatz 176. 
Existenzbeweis 167—168. 
Grenzwertdarstellungen 171—173. 
Grenzwerte bei hinschwindenden 
Spannen 175, 183, 

invers zu höheren Differenzen 168, 
169, 184, 

konvergente Reihen 173—174. 
mit lauter gleichen Spannen 189 
bis 192. 

mit zwei zusammenfallenden Span- 
nen 188—189, 
Multiplikationstheorem 179—182. 
partielle Summation 193—197. 
Potenzreihen in den Spannen 174 
bis 177. 

Problemstellung 119—120, 163. 
Spannenintegral 182—183. 
Zusammenhang mit der Wechsel- 
summe höherer Ordnung 181—182. 
siehe auch mehrfache Summen, 
Wechselsumme höherer Ordnung. 


Ablei- 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Summenformel von Boole, Euler- 
Maclaurin siehe Boolesche S., Euler- 
Maclaurinsche S., verallgemeinerte 
Boolesche S.,  verallgemeinerte 
Euler-Maclaurinsche S. 

Summengleichung 309. 

Summierbar 43, 169. 

Summierbarkeit der Hauptlösungen 
HB) 

Symbolische Schreibweise bei 
den Bernoullischen Polynomen und 
Zahlen 20—21. 

— bei den Bernoullischen Polynomen 
höherer Ordnung 129—134, 149. 

— bei den Eulerschen Polynomen und 
Zahlen 25—26. 

— bei den Eulerschen Polynomen hö- 
herer Ordnung 122, 124—128. 

— bei den Zahlen C, und D, 27—28. 

Symmetrie der Differenzen und 
Mittelwerte 4. 

— der reziproken Differenzen 416, 418 
bis 419. 

— der Steigungen 8—9. 

System von Differenzenglei- 
chungen. Auflösung durch Ketten- 
brüche 444—445. 

— charakteristische Gleichung 330. 

— charakteristische Konstanten 384 
bis 385. 

— Hauptmatrixlösungen 381—384. 

— Matrixbezeichnung 380—381. 

— lineare Relationen zwischen den 
Hauptmatrixlösungen 383— 334. 

— Riemannsches Problem 384—386. 

— statteiner Differenzengleichung 379. 

— symbolische Matrixlösungen 380 
bis 381. 


Tafeln 456—463. 

Tangentenkoeffizienten 
Zahlen C,. 

Taylor 2. 

Taylorsche Formel als Grenzfall 
der Booleschen Summenformel 34 
bis 35. 

— als Grenzfallder Newtonschen Inter- 
polationsformel 14, 429. 

— Restglied 14, 435, 438. 

— verwandte Formel 200. 

Tchebycheff 6l. 

Teilsummation 193—197. 

Thiele 415, 417, 429. 


siehe 
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Thielesche Interpolationsfor- 
mel als Analogon zur Newtonschen 
Interpolationsformel 416, 418. 

— Determinantendarstellung der Nähe- 
rungszähler und -nenner 419—420. 

— Herleitung und Bedeutung 416—418. 

— Restglied 418, 433—435. 

Thielescher Kettenbruch. Defi- 
nition 429. 

— Näherungszähler und -nenner 432 
bis 433. 

— Restglied 435, 437—438. 

Thome& 451. 

Transformation der Fakultäten- 
reihen 258, 262—266, 267, 354. 

— der Newtonschen Reihe 227, 235 
bis 237. 

— der Stirlingschen Reihe 209, 210 
bis 211. 

— siehe auch Eulersche T., Laplace- 
sches, 

Trigonometrische Funktionen. 
Differenzen und Mittelwerte 6. 

— Stirlingsche und Besselsche Reihen 
211,221: 

— Summe und Wechselsumme 73. 

Trigonometrische Reihen für die 
Bernoullischen und Eulerschen Poly- 
nome 65—66. 

— für den Logarithmus der Gamma- 
funktion 113—114. 

— für die Funktion logy (x) 117—118. 

— für die Funktionen // (x) und ®% (x) 
92—93. 

— für die Funktionen P (x) und g (x) 
107—108. 

— für die Hauptlösungen 61—67, 79 
bis 80. 


Unhomogen siehe vollständig. 

Unvollständige Gammafunktion. 
Asymptotisches Verhalten 392. 

— Definition 391—392. 

— Differenzengleichungen 392, 
443. 

— Fakultätenreihen 392, 393, 394. 

— Integraldarstellungen 391—392, 393. 

— Kettenbruch 443. 

— Newtonsche Reihe 393. 

— Partialbruchentwicklung 392, 393. 

— Residuen 393. 

— spezielle Fälle 392. 

— spezielle Werte 393. 


393, 
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Vahlen 421. 

Verallgemeinerte Boolesche 
Summenformel. Allgemeine 156 
bis 160. 


— Anwendung beim Existenzbeweis | 
der mehrfachen Summen 164—167. | 


— Beispiele 161—162. 

— für Polynome 127. 

— Restglied 157—159. 

VerallgemeinerteEuler-Maclau- 

rinscheSummenformel,. Allge- 

meine 160—161. 

Anwendung beim Existenzbeweis 

der mehrfachen Summen 167—168. 

Beispiele 161—162. 

für Polynome 132. 

Restglied 160-161. 

Vertauschungsformeln 
Operationen A, und V 6. 


d 
— $ und 75 5 178. 


— Sr A und V 46—47, 184—187. 
van Vleck 444, 451. 
Vollständige lineare Differen- 
zengleichungen. Anwendung der 
Eulerschen Transformation 397. 
Anwendung der komplexen Integra- 
tion 400—406. 

Beispiele 390—391, 394, 396— 398, 
400, 402—403. 

charakteristische Grenzbedingungen 
392, 394, 395, 397, 407, 408, 409, 
410, 412, 413, 414. 

Definition 272. 

Gleichung u(@ +1) — zu) = (x) 
390— 891, 394— 395, 409—410. 


Gleichung u (c+1) — = u()=p (x) 


396— 398, 406, 

Methode von Lagrange 388—390, 
396, 412. 

mit konstanten Koeffizienten 396 
bis 406. 

rechte Seite darstellbar durch eine 
Fakultätenreihe 404—405. 

rechte Seite ein Polynom 394—395. 
rechte Seite von der Form c® R (x) 
398 —400. 

Untersuchungen von Hilb 406—414. 
siehe auch Hauptlösungen, mehr- 
fache Summen, Summe, Summe 
höherer Ordnung, Wechselsumme, 
Wechselsumme höherer Ordnung, 


für die 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Wachstum der Hauptlösungen 78. 
Wallenberg 272. 

Weber, Heinrich 39. 
Wechselsumme. Ableitungen 54 bis 
56. 

als Funktion der Spanne 56, 58—61, 
68, 71, 76,. 77, 81, 82—87. 
analytische Fortsetzung 81, 82—87. 
Anwendung der Eulerschen Trans- 
formation 252—254 (siehe auch 194). 
asymptotische Entwicklungen 56 
bis 61, 76, 94—97. 
Charakterisierung durch Grenzbe- 
dingungen 43—44, 56, 78, 79, 408. 
Definition 40—42. 

der Exponentialfunktion 73, 81—82. 


der Funktion = siehe Funktion g (2). 
x 


der Funktion zlogx 118. 

der Gammafunktion 406. 

der hyperbolischen Funktionen 82. 
der Potenzen siehe Eulersche Poly- 
nome., 

der trigonometrischen Funktionen 
73. 
des 
? @). 
einer ganzen Funktion 74—76, 81. 
einer in einer Halbebene regulären 
Funktion 71—73. 

einer rationalen Funktion 105. 
einer Summe 47, 186. 

einer Wechselsumme 184—185. 
eines Produkts 194. 

Entwicklung in Interpolationsreihen 
248— 250. 

Ergänzungssatz 74—76, 81, 87. 
Existenzbeweis im reellen Gebiet 
47—52. 

Existenzbeweis im komplexen Ge- 
biet 68—71, 76—77. 

Grenzwert bei hinschwindender 
Spanne 45—46, 58—60, 96. 
Integraldarstellungen 70, 72—73, 
82, 86,.408. 

invers zum Mittelwert 42, 46. 
Multiplikationstheorem 44—45. 
Potenzreihen in der Spanne 52, 55, 
96—57, 59—60, 76, 94—97. 
singuläre Stellen 83, 86, 94—97. 
Spannenintegral 45. 
trigonometrische Reihen 61-67, 
79— 80. 


Logarithmus siehe Funktion 


Namen- und Sachverzeichnis. 


Wechselsumme. 
von Hilb 407—409. 

— Wachstum 78. 

— Wechselsummierbarkeit 79. 

— Zusammenhang mit der 
45, 62. 
— siehe auch Hauptlösungen, Summe. 
Wechselsumme höherer Ord- 
nung. Ableitungen 177—179. 
— Anwendung der Eulerschen Trans- 
formation 254—255. 

— asymptotische Entwicklungen 166, 
169—177. 

— einer Summe 186. 

— einer Wechselsumme 184—185. 

— eines Produkts 196. 

— Ergänzungssatz 176. 

— Existenzbeweis 164—167. 

— Grenzwertdarstellungen 171—173. 

— Grenzwerte bei hinschwindenden 
Spannen 175, 177. 

— invers zu höheren Mittelwerten 167, 
169, 184. 

— konvergente Reihen 173 — 174. 

— mit lauter gleichen Spannen 189 
bis 192. 

— mit zwei zusammenfallenden Span- 
nen 188—189. 

— Multiplikationstheorem 179—182. 

— partielle Summation 193—197. 


Untersuchungen 


Summe 


bpJ1 


Wechselsumme höherer Ord- 
nung. Potenzreihen in den Spannen 
174—177. 

— Problemstellung 119—120, 163. 

— Zusammenhang mit der Summe hö- 
herer Ordnung 181—182, 

— siehe auch mehrfache Summen, 
Summe höherer Ordnung. 

Wechselsummierbar 42, 169. 

Weierstraß 9, 112. 

WeierstraßscheProduktdarstel- 
lung der reziproken Gammafunk- ° 
tion 112. 

Wigert 239. 

Wronskische Determinante 276. 


Zahlen B 147, 150-151, 461. 
Zahlen Be). .. siehe Formen 2 Ken 


Zahlen C, und D,. Definition 27. 

— erzeugende Funktionen 32, 35. 

— Integraldarstellungen 75. 

— numerische Werte 27, 456, 458. 

— Rekursionsformeln 27, 

— symbolische Schreibweise 27—28. 

— Zusammenhang untereinander und 
mit den Bernoullischen und Euler- 
schen Zahlen 28. 

— siehe auch Bernoullische Z., Euler- 
sche Z. 
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Einzeldarstellungen mit besonderer Berücksichtigung der Anwendungsgebiete. 
Gemeinsam mit W. Blaschke-Hamburg, M. Born-Göttingen, C. Runge- 
Göttingen herausgegeben von R. Courant-Göttingen. 


Ba. ıx: Einleitung in die Mengenlehre. Eine elementare Einführung 
in das Reich des Unendlichgroßen. Von Adolf Fraenkel, a. o. Professor an 
der Universität Marburg. Zweite, erweiterte Auflage. Mit ı3 Text- 
figuren. (VIII u. 251 S.) 1923. 

10.80 Goldmark; gebunden 12.60 Goldmark / 2.60 Dollar; gebunden 3 Dollar 


Ba.x: Der Ricci-Kalkül. Eine Einführung in die neueren Methoden 
und Probleme der mehrdimensionalen Differentionalgeometrie. Von J. 
A. Schouten, ord. Professor der Mathematik an der Technischen Hoch- 
schule Delft in Holland. Mit 7 Textfiguren. (X u. 311 S.) 1924. 

15 Goldmark; gebunden 16.20 Goldmark / 3.60 Dollar; gebunden 3.90 Dollar 

Bd. xı: Vorlesungen über numerisches Rechnen. Von Carl 
Runge, o. Professor der Mathematik an der Universität Göttingen, und 
H. König, o. Professor der Mathematik an der Bergakademie Clausthal. 
Mit ı3 Abbildungen. (VIII u. 371 S.) 1924. 

16.50 Goldmark; gebunden 17.70 Goldmark / 3.95 Dollar; gebunden 4.25 Dollar 

Ba. xIIı: Methoden der mathematischen Physik. VonR.Courant, 
ord. Professor der Mathematik an der Universität Göttingen und D. Hilbert, 
Geh. Reg.-Rat, ord. Professor der Mathematik an der Universität Göttingen. 
Erster Band. Mit 29 Abbildungen. (XIII u. 450 S.) 1924. 

22.50 Goldmark; gebunden 24 Goldmark / 5.40 Dollar; gebunden 5.75 Dollar 
Weitere Bände in Vorbereitung. 


Gesammelte mathematische Abhandlungen. von Felix Klein. 

In drei Bänden. 

1. Band: Liniengeometrie — Grundlegung der Geometrie — ZumEr- 
langer Programm, Herausgegeben von R. Fricke und A. Ostrowski. 
(Von F. Klein mit ergänzenden Zusätzen versehen.) Mit einem Bildnis. 
(RI EETM6T205.).. 7927. 25 Goldmark / 6 Dollar 

Il. Band: Anschauliche Geometrie — Substitutionsgruppen und 

Gleichungstheorie — Zur mathematischen Physik. Herausgegeben 
von R. Fricke und H. Vermeil. (Von F. Klein mit ergänzenden Zusätzen 
versehen.) Mit 185 Textfiguren. (VI u.714S.) 1922. 25 Goldmark/ 6 Dollar 
.Band: Elliptische Funktionen, insbesondere Modulfunktionen, 
hyperelliptische und Abelsche Funktionen, Riemannsche Funk- 
tionentheorie und automorphe Funktionen. Anhang: Verschiedene 
Verzeichnisse. Herausgegeben von R. Fricke, H. Vermeil und E. Bessel- 
Hagen. (Von F. Klein mit ergänzenden Zusätzen versehen.) Mit 138 Text- 
figuren. (IX u. 774 S.) 1923. 30 Goldmark / 7.20 Dollar 
Vorlesungen über die Zahlentheorie der Quaternionen. Von 
Dr. Adolf Hurwitz, Professor der höheren Mathematik an der Eidgenössischen 
Technischen Hochschule inZürich. (IVu.74S.) 1919. 4 Goldmark / 0.95 Dollar 


Il 


— 


Theorie derpartiellenDifferentialgleichungenerster Ordnung. 
Von Dr. M. Paul Mansion, Professor an der Universität Gent, Mitglied der 
Königl. belgischen Akademie. Vom Verfasser durchgesehene und vermehrte 
deutsche Ausgabe. Mit Anhängen von S. von Kowalevsky, Imschenetsky 
und Darboux. Herausgegeben von H. Maser. (XXI u. 489 S.) 1892. 

ı2 Goldmark / 2.90 Dollar 

Die mathematische Methode. Logisch-erkenntnistheoretische Unter- 
suchungen im Gebiete der Mathematik, Mechanik und Physik. Von Otto 
Hölder, o. Professor an der Universität Leipzig. Mit 235 Abbildungen. 
(Ku. 5638.) 1924, 

26.40 Goldmark; gebunden 28.20 Goldmark | 6.30 Dollar; gebunden 6.75 Dollar 
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